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Physikalische Grundlagen

In diesem ersten Kapitel behandeln wir ausgewdhlte Themen aus der Physik, die fiir die
Astrophysik von besonderer Bedeutung sind. Abweichend von den Folgekapiteln wird hier
eine eher knappe Darstellung gewihlt und die Tatsache ausgenutzt, dass ausfiihrlichere
Einfiihrungen in diese Themen anderswo vielfach verfiigbar sind. Wir setzen hier also eine
gewisse grundsdtzliche Vertrautheit mit dem Stoff voraus; die Behandlung in diesem Buch
dient vor allem der Rekapitulation und der Fokussierung auf astrophysikalisch relevante
Aspekte. Fiir die Lehre ist es daher auch nicht unbedingt ratsam, dieses Kapitel als eigen-
standiges Kurselement einzusetzen. Aus diesem Grund verzichten wir hier auch auf eigene
Ubungsaufgaben. Das Kapitel ist eher eine Art Sammlung, auf die an anderen Stellen bei
Bedarf zuriickgegriffen wird; das schliet auch einige Ubungsaufgaben ein.

1.1 Gravitation
1.1.1 Das Newtonsche Gravitationsgesetz

Die Gravitationskraft ist eine der vier Grundkréfte der Natur. Sie wird ausgedriickt durch
das Newtonsche Gravitationsgesetz fiir die Anziehungskraft F; zwischen zwei Punktmassen
m, und m, im Abstand r voneinander. Betragsmaf3ig ist

my-m,
—7

Fs=G (1.1)

2
mit G als der universellen Gravitationskonstante. Die Gravitationskraft zeigt immer in
Richtung des Massenpunkts, der die Kraft ausiibt. Da die Kraftwirkung zweier Massen auf-
einander symmetrisch ist (3. Newtonsches Axiom: ,,actio = reactio®), wird m; ebenso durch
m, angezogen wird wie umgekehrt m, durch m,. Der Betrag von Fg fillt mit o 72 ab, die
Kraft reicht formal ,,bis ins Unendliche®. Die Gravitationswirkung eines Korpers oder Mas-
senelements auf einen anderen ldsst sich daher nicht abschirmen; allerdings kann seine
Wirkung gegeniiber dem Einfluss grofierer oder niher gelegener Massen vernachldssigbar
klein werden.

Daher gilt die obige Form des Gravitationsgesetzes nur in der Idealisierung zwei-
er perfekt isolierter Punktmassen. Fiir Systeme mit mehr als zwei Massenpunkten bzw.
fiir ausgedehnte Korper ldsst sich aber die Gesamt-Massenverteilung zerlegen in n
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2 | 1 Physikalische Grundlagen

einzelne Punktmassen my;, deren Krifte sich vektoriell addieren zu einer netto wirkenden
Gravitationskraft. Die Kraft auf die Masse m; am Ort r; ist dann
n
r-r
Fs; = Gmm, ———, iLj=1,..,n. 1.2
G,i ; it Irl- _ r]|3 J ( )

Die rechnerische Behandung solcher n-Korper-Systeme ist konzeptionell einfach, kann
in der Praxis aber sehr aufwendig werden, insbesondere wenn n grof3 ist oder wenn sehr
lange Zeitriume betrachtet werden sollen. Obwohl es im realen Universum natiirlich keine
echten Massenpunkte gibt, lassen sich gliicklicherweise in vielen Fillen die Himmelskor-
per in sehr guter Ndherung als Quasi-Punktmassen auffassen. Die Grundlage dafiir bildet
das Newtonsche Schalentheorem, demzufolge die Gravitationswirkung eines sphirisch
symmetrischen Korpers der Gesamtmasse M aufierhalb des Korpers gleich ist der Wir-
kung einer im Mittelpunkt des Korpers gedachten gleich grofien Punktmasse.! Dariiber
hinaus kann bei hinreichend grofier Entfernung jeder Korper angenéhert als Punktmasse
betrachtet werden, unabhingig von dessen genauer Gestalt und Massenverteilung.

Das Gravitationsgesetz lésst sich als Differentialgleichung fiir die Bewegung der be-
teiligten Korper auffassen, indem man nach dem zweiten Newtonschen Axiom die Kraft
durch das Produkt aus Masse und Beschleunigung ersetzt. Die vektoriellen Bewegungs-
gleichungen fiir ein System aus zwei Punktmassen lauten

und ".'2 = —% .i.l' (1.3)

Die Losung der Bewegungsgleichung eines Korpers ergibt dessen Bahnkurve r(t) im
Gravitationsfeld. Je nach den Betrdgen und der Anordnung der beteiligen Massen kénnen
solche Bahnkurven sehr unterschiedlich ausfallen.

Einsteins Allgemeine Relativitdtstheorie besagt, dass die Newtonsche Formulierung
des Gravitationsgesetzes, die alle Beschreibungen auf einen dreidimensionalen euklidi-
schen Raum bezieht, streng genommen nur im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten und
schwacher Gravitationsfelder giiltig ist. Allerdings sind die Abweichungen haufig so gering,
dass das Newtonsche Kraftgesetz in sehr guter Ndherung als Grundlage fiir die Berechnung
der Bewegung der meisten Himmelskorpern dienen kann.

1.1.2 Zentralmassen- und Zweikorperproblem

Sehr oft ldsst sich das Problem der Bahnbewegung von Korpern im Gravitationsfeld nidhe-
rungsweise reduzieren auf den einfachen Fall einer dominierenden Zentralmasse M, die
von einer sehr viel kleineren Masse m < M umlaufen wird, wobei dann die Gravitations-
wirkung von m auf M vernachléssigt wird. Das ist etwa bei der Bewegung der Planeten um
die Sonne oder beim Umlauf kiinstlicher Satelliten um die Erde gegeben — wobei natiir-
lich die vernachlissigten Effekte nicht vollig verschwinden und bei hinreichend genauen
Messungen auch beobachtbar werden.

Es ldsst sich leicht zeigen, z.B. durch die Forderung nach Gleichgewicht zwischen
Gravitations- und Zentrifugalkraft, dass eine kreisférmige Bahnkurve um das Zentrum eine

1 Der zweite Teil dieses Theorems besagt zusdtzlich, dass die Netto-Gravitationswirkung im Inneren ei-
ner sphirisch symmetrischen Kugelschale an allen Punkten verschwindet. Dieser Sachverhalt ist von grofier
Bedeutung fiir diverse astrophysikalische Problemstellungen.



1.1 Gravitation

giiltige Losung der Bewegungsgleichung (1.3) fiir diesen Fall darstellt. Die Kreisbahnge-
schwindigkeit vy im Abstand r von der Zentralmasse ergibt sich zu

=/ . (14)

Die Bedeutung dieser einfachen Beziehung kann man eigentlich kaum hoch genug einstu-
fen, und zwar fiir die gesamte Astrophysik. Insbesondere zeigt sie, wie die Masse M = rvIZ(/ G
eines Objekts durch Messung von Bahnradius und Bahngeschwindigkeit eines das Objekt
umlaufenden Korpers bestimmt werden kann. Das ist fiir sehr viele astrophysikalische Si-
tuationen relevant, da die jeweilige Masse die grundlegende physikalische Grofie darstellt.
Oft ldsst sich Gl (1.4) ndherungsweise verwenden, auch wenn gar keine Kreisbahnbe-
wegung vorliegt, sondern die Messgrofien v und r nur ungefdahre Mittelwerte darstellen.
Dann liefert rvi/ G immerhin noch einen Schitzwert der Masse, der zumindest die korrekte
Groflenordnung angibt.

Manchmal wird statt der Bahngeschwindigkeit v die Winkelgeschwindigkeit w ange-
geben, bei periodischen Bewegungen auch Kreisfrequenz genannt. Fiir eine Kreisbahn im
Gravitationsfeld einer Zentralmasse ist

2mr Vv [{GM
wK:UZTK: r—3 (15)

mit U als der Umlaufzeit des Korpers.

Die Kreisbahn stellt eine spezielle Losung des Zentralmassenproblems dar. Allgemei-
ner ldsst sich zeigen, dass sich die moglichen Bahnkurven um eine Zentralmasse alle als
Kegelschnitte ausdriicken lassen, d.h. als Ellipsen, Parabeln oder Hyperbeln. Dabei be-
schreiben die Ellipsenbahnen gravitativ gebundene Systeme mit streng periodischen Bah-
nen um das Zentralobjekt, wogegen Hyperbel- und Parabelbahnen die Bewegung von sich
nur einmalig begegnenden Korpern wiedergeben. Speziell fiir Ellipsenbahnen gelten die
Keplerschen Gesetze, aufgestellt zur Beschreibung der Planetenbahnen im Sonnensystem
(s. Abschn. 3.2.1).

Die Annahme einer dominierenden Zentralmasse ist oft, aber bei weitem nicht im-
mer gerechtfertigt — z.B. gilt sie nicht in Doppelsternsystemen mit zwei Sternen dhnlicher
Masse, und auch nicht bei einer Betrachtung der kleinen, aber messbaren Riickwirkung
eines Planeten auf seinen Zentralstern (s. Abschn. 8.1.4). Eigentlich ist die Vereinfachung
auch nicht wirklich notwendig, denn die Behandlung des klassischen Zweikérperproblems
ist kaum komplizierter als das reine Zentralmassenproblem. An die Stelle des Umlaufs
des einen Korpers um den anderen treten Bewegungen beider Korper um den gemein-
samen Schwerpunkt. Dieser ist definiert als der Punkt auf der Verbindungslinie, fiir den
ri/ry = my/my gilt (mit r; und r, = r - r; als die jeweiligen Abstdnde der Massen m; und
m, zum Schwerpunkt). Es ergeben sich wiederum Kegelschnitte als Bahnen, sowohl um
den Schwerpunkt als auch fiir die Relativbewegung beider Kérper umeinander, wobei die
Masse in der Bewegungsgleichung durch eine ,,reduzierte Masse“ u = m;m,/(m; + m,) zu
ersetzen ist. Im Grenzfall m; <« m, gilt natiirlich u ~ m,.

Die Bahnformen im Zentralmassenproblem hidngen von zwei fundamentalen physi-
kalischen Grofen ab, ndmlich von der Gesamtenergie Eg, des Korpers in Bezug auf die
Zentralmasse und von seinem (vektoriellen) Bahndrehimpuls Lg,y,,.

Die Gesamtenergie ist definiert als die Summe von kinetischer Energie E;, = mv?/2
und potentieller Energie E,c = -GmM/r. Eg ist eine Erhaltungsgrofie, wihrend E;, und

E, sich tiber den Bahnverlauf und als Funktion der Zeit dndern kdnnen. Es gilt also

Eges = Exin(t) + Epoi(t) = const.. (1.6)
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Die Gesamtenergie ergibt sich dabei mathematisch als erstes Integral der Bewegungsglei-
chung, wobei eine Integrationskonstante auftritt, die durch eine entsprechende Anfangs-
oder Randbedingung festgelegt werden muss. Oft wird diese so gewihlt, dass die potentielle
Energie des Korpers fiir r - oo gegen Null strebt.

Im Spezialfall einer Kreisbahn um eine Zentralmasse sind sowohl die potentielle als
auch die kinetische Energie zeitlich konstant. Unter Verwendung von Gl. (1.4) erhalten

wir
GMm
Epot,K =- r
1 1GMm 1
Ekin,K = 5 mv% = z r = _E Epot,K = _Eges’ (1-7)

was den Virialsatz fiir diesen Spezialfall ausdriickt. Allgemein gilt der Virialsatz fiir alle
gravitativ gebundenen Systeme, allerdings nur im zeitlichen Mittel.

Der Bahndrehimpuls in Bezug auf die Zentralmasse, definiert als das vektorielle Kreuz-
produkt aus Orts- und Geschwindigkeitsvektor multipliziert mit der Masse des Korpers, ist
ebenfalls eine Erhaltungsgrofie,

Lg, = mv X r=mr?w = const., (1.8)

mit der vektoriellen Winkelgeschwindigkeit fiir eine ebene Bahn w = (v X r)/r?.

Die beiden Erhaltungsgrofien Ege und Lg,,, legen die Bahnkurve in einer Ebene fest.
Grof3e und Form einer Kegelschnittbahn lassen sich durch zwei Parameter a und € vollstdn-
dig beschreiben. a ist die grofie Halbachse, ¢ ist die Exzentrizitdt der Bahn, wobei fiir eine
Ellipsenbahn € < 1 (mit dem Grenzfall € = 0 fiir einen Kreis) und fiir eine Hyperbelbahn
€ > 1 gilt; ¢ = 1 bezeichnet eine Parabelbahn. Fiir eine Ellipsenbahn ist gleichwertig zu
€ auch die Angabe der kleinen Halbachse b = a1 - €2 mdglich. Weitere Bahnparameter
geben die Orientierung der Bahn im Raum an. Wegen der Konstanz von Lg,;,,, folgt aus der
Bewegungsgleichung, dass der Drehimpulsvektor senkrecht zur Bahnebene stehen muss.

Die grofie Halbachse der Bahn hédngt nur von der spezifischen Gesamtenergie ab und
betragt

GM

¢= -2 (Eges/m) ’

1.9)

wogegen die Bahnform sowohl durch den Betrag des spezifischen Drehimpulses Lg,,,/m
als auch von Vorzeichen und Betrag der Gesamtenergie bestimmt wird. Die Exzentrizitit
der Bahn ist dann

_ 1 2 (LBahn/m)2 (Eges/m)
€= + (GM)?

(1.10)

Eine negative Gesamtenergie ergibt eine Exzentrizitdt von € < 1, also eine geschlossene El-
lipsenbahn. Bei festem Ly, ist € um so kleiner, je kleiner (d.h. vom Betrag her grofier) die
Gesamtenergie ist. Wenn die Kombination aus Eges und Lg,,, gerade € = 0 ergibt, wird die
Bahn zu einem Kreis. Noch kleinere Werte von Eg. oder grofiere Werte von Lg,y, flihren
zu einem negativen Term unter der Wurzel und entsprechen keiner stabilen Bahn. Eine
Kreisbahn repréasentiert somit die Losung fiir die minimale Gesamtenergie eines gravitativ
gebundenen Systems bei gegebenem Drehimpuls, bzw. fiir den maximalen Drehimpuls bei
gegebener Gesamtenergie.
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Die Bahnperiode (Umlaufzeit U) auf einer Ellipsenbahn héngt nur von a ab, also nur
von der Gesamtenergie; sie betrigt

M 3/2
U= T G =27 a

V2VE VoM

was genau das 3. Keplersche Gesetz wiedergibt.

(1.11)

1.1.3 Gravitationspotential

In der Zentralmassenndherung m <« M hingt die Bahnkurve eines Korpers nicht von sei-
ner eigenen Masse ab. Zwar taucht m in den Beziehungen explizit auf, ist aber auch in Ey;,,,
Epo und Lpap, enthalten und kann somit eigentlich herausgekiirzt werden. Diese Tatsache
haben wir in Gl. (1.9) und (1.10) schon durch eine entsprechende Schreibweise angedeutet.

Allgemein ldsst sich die potentielle Energie durch ein ortsabhiingiges Gravitationspo-

tential ®(r) ausdriicken. Fiir das einfache Zentralmassenproblem lautet dieses

a() = 2% =N (1.12)

Offensichtlich hat ® die Dimension eines Geschwindigkeitsquadrats und ist hier (bis auf
das Vorzeichen) identisch mit dem quadrierten Ausdruck fiir die Kreisbahngeschwindig-
keit im Abstand r zum Massenzentrum (Gl. 1.4). Der Wert von vg = \/@ gibt also
unmittelbar die , Tiefe“ des Gravitationspotentials am Ort r an.

Fiir ein gegebenes Potential kann die vektorielle Bewegungsgleichung kompakt darge-
stellt werden als

i = -Va(r), (1.13)

unabhingig von der genauen Form des Potentials. Diese Gleichung gilt auch fiir komple-
xere gravitative Systeme, die aus mehreren Korpern oder einer ausgedehnten Massenver-
teilung bestehen (s. Abschn. 1.1.4 und 1.1.5). Man spricht auch von einem Gravitationsfeld,
das durch das Potential quantitativ beschrieben wird.

Die Bahnkurve eines konkreten Korpers um eine Zentralmasse hingt ab von seiner Ge-
samtenergie und von seinem Drehimpuls. Diese Abhédngigkeiten lassen sich iibersichtlich
zusammenfassen durch ein effektives Potential @, das im Zentralmassenproblem definiert
werden kann als

GM (LBahn/rn)2

- Y (1.14)

‘I)eff(r) =-
Wendet man GIl. (1.13) auf das effektive Potential an, so erhilt man die netto resultierende
Beschleunigung eines Korpers im Gravitationsfeld einschlieflich der Zentrifugalbeschleu-
nigung. Das effektive Potential beschreibt also die Krifte in einem mit der Bahnbewegung
des Korpers mitrotierenden Bezugssystem.

Fiir grof3e Radien (r — oo) wird der zweite Term in Gl. (1.14) rechts sehr klein, d.h. der
Einfluss des Bahndrehimpulses kann vernachléssigt werden; fiir r — 0 dominiert dieser
Term hingegen. Dazwischen hat ®.; ein Minimum an einem Punkt ry, den wir identi-
fizieren konnen mit dem schon in Abschn. 1.1.2 erwidhnten Minimalenergie-Bahnradius
einer Kreisbahn. Der Verlauf von ®.(7) ist in Abb. 1.1 beispielhaft fiir ein Objekt mit dem
Bahndrehimpuls der Erde im Sonnensystem dargestellt.
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Abb. 1.1. Verlauf des effektiven Potentials um eine Zentralmasse fiir ein Objekt mit dem Bahn-
drehimpuls der Erde im Sonnensystem. Zum Vergleich ist auch das statische Gravitationspotential
® = -GM]/r gezeigt. Die horizontalen gestrichelten Linien reprasentieren verschiedene Werte der
Gesamtenergie.

Uber das effektive Potential ldsst sich anschaulich erkennen, dass sich ein Objekt mit
einem Drehimpuls Lg,;,, # 0 nicht beliebig an die Zentralmasse annihern kann. Fiir r < rg
wird der Gradient von ®.(r) negativ, die Nettobeschleunigung zeigt dann also nach aufien.
Dieser als Drehimpulsbarriere bezeichnete Effekt ist in der Astrophysik von sehr grofier
Bedeutung, weil er verhindert, dass Materie aus der Umgebung ,.einfach so“ von der Zen-
tralmasse aufgenommen werden kann. Es bedarf spezieller Mechanismen, um Drehimpuls
aus der einfallenden Materie abzufiihren und dadurch einen Materiestrom auf das Zentral-
objekt zu ermoglichen. Dieser Vorgang ist in der Astrophysik als Akkretion bekannt und
spielt eine Rolle z.B. bei der Stern- und Planetenentstehung (s. Abschn. 7.1.3), beim Mas-
sentransfer zwischen den Komponenten in engen Doppelsternsystemen (s. Abschn. 7.4.3)
sowie beim Wachstum massereicher Schwarzer Locher in Galaxien (s. Abschn. 11.5.4).

Der genaue Verlauf von ®@.4(r) und die Lage des Minimums héngen nur von der Zen-
tralmasse M und vom Drehimpuls Lg,,, ab. Die Gesamtenergie eines Korpers am Ort r
ist dann gegeben durch Ey.i/m = ®gf + i?/2, also dem effektiven Potential plus der ki-
netischen Energie in radialer Richtung. Zeichnet man in Abb. 1.1 eine horizontale Linie
bei einem beliebig gewéhlten Wert von Eg./m ein, so ergeben die Schnittpunkte mit der
Kurve flir ®(r) bereits wesentliche Charakteristika der Bahn. Flr Egeq < Ep, existiert
keine stabile Bahn. Ist E,, negativ, aber grofier als die Minimalenergie, dann oszilliert der
Korper auf einer Ellipsenbahn zwischen den Schnittpunkten. Ist E,., hingegen positiv, so
gibt es nur einen inneren Schnittpunkt, der Korper ist gravitativ ungebunden und bewegt
sich auf einer offenen Hyperbelbahn. Er kann sich zwar bis auf einen Minimalabstand
annihern, wird dort aber stark nach aufien beschleunigt und verladsst das System wieder
mitr — oo.

Ein zuvor gebundener Korper kann das Potential ebenfalls verlassen, wenn er auf
mindestens die Grenz- oder Entweichgeschwindigkeit

2GM
Vg = Gr = \/EVK (1.15)
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beschleunigt wird, z.B. durch den Riickstof3 einer Rakete oder durch Ubertrag kinetischer
Energie in einer Mehrkorper-Wechselwirkung. Das Verhiltnis der Bahn- zur Entweichge-
schwindigkeit ist entscheidend fiir die Stérke der Bindung eines Korpers an ein gravitatives
System; sie bestimmt beispielsweise, welche Gase durch die Gravitation an der Oberfliche
eines Planeten gehalten werden konnen und welche nicht (s. Abschn. 3.3.3), oder ob durch
einen galaktischen Wind beschleunigtes Gas in das intergalaktische Medium entkommen
kann (s. Abschn. 12.4.2).

1.1.4 Drei- und Mehrkorpersysteme

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen werden bereits bei drei miteinander gravitativ
wechselwirkenden Koérper nichtlinear, lassen sich dann also nicht mehr analytisch 16sen
und auch nicht durch eine konvergierende Ndherungslosung darstellen. Vielmehr wird das
Verhalten eines solchen Systems zumindest auf lange Sicht unvorhersagbar, da kleine An-
derungen in den Anfangsbedingungen zu vollig anderen Langzeitentwicklungen fiihren
kénnen. Es gibt zwar einige im mathematischen Sinne stabile Konfigurationen, z.B. drei
sich gegenseitig auf einer einzigen Bahnkurve von der Form einer ,,8“ umlaufende Korpern;
allerdings werden solche Systeme bereits durch winzige Stérungen aus dem Gleichgewicht
geworfen. Fiir diese Kategorie von Systemen hat sich auch der Begriff ,deterministisches
Chaos“ eingebiirgert.

Offensichtlich verhalten sich aber in der Realitét nicht alle Mehrkorpersysteme kom-
plett chaotisch, wie schon das seit fast 5 Milliarden Jahren bestehende Sonnensystem
zeigt. Je nach Massen und relativen Abstdnden der beteiligten Korper lassen sich insbe-
sondere im Dreikorperproblem deutlich einfachere Beschreibungen finden, die dann auch
zu einer langfristigen Quasi-Stabilitit fithren kdnnen. Wir unterscheiden hier drei solche
Grenzfille:

Im ersten Fall gilt m; > m, > m;, also eine mehrstufige Massenhierarchie gekop-
pelt an eine entsprechende Hierarchie der Abstiinde. Ein gutes Beispiel ist der Umlauf von
kiinstlichen Satelliten um die Erde auf erdnahen Bahnen, wihrend die Erde wiederum
die Sonne umléuft (s. Abschn. 4.1.3). Eine solche Entkopplung von gravitativ gebunde-
nen Systemen sehr verschiedener Dimensionen und Massen ist im Universum vielfach zu
finden.

Eine zweite Form des vereinfachten Dreikdrperproblems ist fiir m; > m, ~ m;
anwendbar; es gilt niherungsweise ein Zentralmassenproblem, und die Bahnen von m,
und m; lassen sich nahezu unabhiéngig voneinander berechnen, etwa bei den Planeten im
Sonnensystem. Nur wenn sich m, und m; nahe kommen, beeinflusst ihre gegenseitige An-
ziehungskraft die jeweiligen Bahnen. Solange dieser Einfluss hinreichend klein ist, kann
die Verdnderung der Bahnen mittels linearer Storungstheorie berechnet werden. Ein be-
rithmtes Beispiel aus der Astronomiegeschichte fiir diesen Fall stellt die Entdeckung des
Planeten Neptun dar (s. Abschn. 3.2.4). Unter gewissen Umsténden lassen sich sogar ana-
lytische Losungen fiir die gestorten Bahnen finden, die dann allerdings keine geschlossenen
Ellipsen mehr darstellen, sondern offene Rosettenbahnen. Ein dhnliches Verhalten zeigen
die Bahnen von Sternen im ausgedehnten Potential einer Galaxie (s. Abschn. 10.5.5 und
11.4.3).

Im dritten Fall ist m; = m, > mjs, d.h. eine der drei beteiligten Massen ist deutlich klei-
ner als die beiden anderen; dies stellt das klassische ,,eingeschrankte Dreikorperproblem*
dar. Dann ist das Gravitationspotential unabhingig von der Position des Probeteilchens mj,
und die auf das Teilchen wirkende Kraft ist

7
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r;-r r;-r
31 3 2) (1.16)

FG B _Gm3 (ml Ir3 - r1|3 ~ e |r3 - r2|3
Im Gleichgewicht bewegen sich die Korper 1 und 2 auf stabilen Bahnen um den gemein-
samen Schwerpunkt. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass es sich dabei um Kreis-
bahnen handelt; dann ist die Kreisfrequenz des Umlaufs wy = 272/U = \/G(my + m,)/r3
(mit U als Umlaufzeit). Betrachten wir nun ein mit wy mitrotierendes Koordinatensystem,
dessen Ursprung im Schwerpunkt des Systems liegt: In diesem Bezugssystem sind die Orts-
vektoren der Massen 1 und 2 fest, das Gravitationsfeld ist also eine reine Funktion des Orts
und hingt nicht mehr von der Zeit ab. Allerdings muss zusétzlich zur Gravitation noch die
Zentrifugalbeschleunigung aufgrund der Rotation des Systems beriicksichtigt werden. Da-
zu stellen wir wieder ein ,,effektives Potential“ auf, wobei im Unterschied zu Gl. (1.14) hier
nicht der Drehimpulses des Probeteilchens vorgegeben ist, sondern die Rotationsfrequenz
wy des Bezugssystems. Der entsprechende Ausdruck lautet dann

Gm, ~ Gm,
|r3—r1| |r3—r2|

q)eff = - - %CU%SZ, (117)
mit s als dem Abstand des Teilchens von der Rotationsachse. Dieses Konzept wird auch
Roche-Potential genannt (nach E. Roche um 1850). Abb. 1.2 zeigt eine Beispielkonfiguration
mit my/m, = 2.

Der Verlauf von @ fiir eine solche Konstellation ist deutlich komplizierter als im
Zweikorperproblem. An insgesamt fiinf Orten, bekannt als Lagrange-Punkte L;-Ls, ist der
Gradient des effektiven Potentials gleich Null. Ein Teilchen, das sich in einem dieser Punkte
befindet, ist daher im rotierenden Bezugssystem kréftefrei und konnte sich im Prinzip dort

L3 L

L

Ls Lq

L

Abb. 1.2. Effektives oder Roche-Potential in einem Mehrkorpersystem mit zwei um den gemein-
samen Schwerpunkt rotierenden Massen mit m;/m, = 2. Gleiche Werte des Potentials sind durch
Grauwerte angedeutet und mit Konturlinien verbunden. L;-Ls sind die Lagrange-Punkte, SP der
Schwerpunkt des Systems. Die Diagramme rechts zeigen Schnitte entlang der beiden gestrichelten
Linien.
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dauerhaft aufhalten. Bei externer Beobachtung wiirde das Teilchen das System dann auf
einer Kreisbahn mit der Frequenz wy umlaufen, also an einer festen Position relativ zu den
beiden Massen. Die Frage nach der Stabilitédt solcher Umlaufbahnen ist allerdings durchaus
kompliziert,? aber das iibergehen wir hier und halten fest, dass die Lagrange-Punkte die
moglichen Bahnen im eingeschriankten Dreikorperproblem aufspannen. Zusitzlich sind
auch noch Bahnen in so grofien Abstdnden mdglich, dass das System von m; und m, durch
eine einzelne Punktmasse approximiert werden kann; solche Bahnen haben dann aber
natiirlich sehr viel lingere Umlaufzeiten.

Konfigurationen wie in Abb. 1.2 skizziert kommen in astrophysikalischen Systemen
sehr hiufig vor, und wir werden an die obigen Uberlegungen mehrmals ankniipfen. Bei-
spielsweise sind die Lagrangepunkte L; und L, des Systems Erde-Sonne besonders attrak-
tive Orte fiir die Positionierung von Satellitenobservatorien (s. Abschn. 4.5.2). Im System
Jupiter-Sonne halten sich bei L, und Ls ganze Gruppen von Asteroiden auf, die Trojaner
(s. Abschn. 3.5.2). Und in engen Doppelsternsystemen kann es dazu kommen, dass Ma-
terie von einem Stern zum anderen durch den inneren Lagrangepunkt L, iiberflieft (s.
Abschn. 7.4.3).

Systeme mit vielen Teilchen vergleichbarer Massen, die gemeinsam fiir das resultie-
rende Gravitationsfeld verantwortlich sind, lassen sich im allgemeinen nur noch durch
numerische Computersimulationen untersuchen oder statistisch beschreiben. Bei letzte-
rem Vorgehen verzichtet man darauf, das Verhalten einzelner Teilchen zu erfassen und
konstruiert statt dessen makroskopische Grofien, um das mittlere Verhalten eines Teilchen-
ensembles zu charakterisieren. In mancher Hinsicht Zhnelt dieser Ansatz der Methodik der
kinetischen Gastheorie (s. Abschn. 1.2), allerdings mit einigen Besonderheiten fiir gravita-
tive Systeme. Fiir abgeschlossene Systeme und in Abwesenheit dissipativer Prozesse gelten
weiterhin die iiblichen Erhaltungssitze von Gesamtenergie, Impuls und Drehimpuls. Von
sehr grofier Bedeutung fiir Vielteilchensysteme ist der Virialsatz,

2 (Exin) = = (Epot) (1.18)

(s. Gl. 1.7), wobei die spitzen Klammern andeuten sollen, dass Mittelwerte dieser Gréfien
gemeint sind, entweder iiber viele Teilchen des Ensembles oder iiber die Zeit. Der Virialsatz
istin astrophysikalischen Gleichgewichtssituationen oft in guter Ndherung erfiillt und stellt
eine sehr allgemeine Verbindung her zwischen dem Gravitationsfeld des Gesamtsystems
und den Bewegungen der Einzelteilchen.

1.1.5 Ausgedehnte Massenverteilungen

Reale astrophysikalische Objekte lassen sich oftmals besser durch kontinuierliche Dich-
teverteilungen ¢(r) dargestellen anstatt als Systeme aus vielen Einzelteilchen. Das ist ins-
besondere dann angemessen, wenn die Wechselwirkungen der Einzelteilchen unterein-
ander schwach sind im Vergleich zu den global wirkenden Kriften. Ganz allgemein wird

2 Ly, L, und L3 sind Sattelpunkte in @, L4 und Ls markieren sogar Maxima; d.h. Bahnen in genau
diesen Punkten sind zwar mathematisch mdglich, aber formal nicht stabil gegen kleine Storungen. Das
Roche-Potential gilt jedoch nur fiir Objekte, die sich im mitrotierenden Bezugssystem in Ruhe befinden,
andernfalls wirken zusitzlich noch Corioliskrifte. Berticksichtigt man diese, so erweisen sich L4 und Ls
als stabil. L;-L3 sind zwar als Punkte instabil, Kdrper kdnnen aber auf sogenannten Librationsbahnen die
jeweiligen Punkte quasi-periodisch umlaufen.
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der Zusammenhang zwischen Dichteverteilung und Potential durch die Poissongleichung
ausgedriickt,

47 G o(r) = AD(r), (1.19)

wobei das Symbol A hier den Laplace-Operator reprisentiert, also die Divergenz des Gradi-
enten von ®. Formal besagt diese Gleichung, dass sich ¢ vollstandig aus einem gegebenen
® berechnen ldsst. In der Praxis ist aber oft die umgekehrte Richtung gefordert; dann stellt
GL. (1.19) eine Differentialgleichung fiir ® dar, die durch Integration der Dichteverteilung
¢(r) nach Spezifikation angemessener Randbedingungen geldst werden muss.

Es gibt zwar einige spezielle Dichteverteilungen, fiir die das zugehdorige Potential eben-
falls als eine geschlossene Funktion geschrieben werden kann, aber im allgemeinen ist die
Korrespondenz zwischen Dichte und Potential nur numerisch auswertbar. Fiir kugelsym-
metrische Objekte gilt immerhin das Newtonschen Schalentheorem (s. Abschn. 1.1.1), aus
dem unmittelbar folgt, dass die entsprechenden Potentiale dann auch kugelsymmetrisch
sein miissen. In einem solchen Gravitationsfeld ist die bei ¥ < r eingeschlossene Masse eine
hilfreiche Grofle,

r

M, = 471'/ o(r)r2dr . (1.20)
0

Die Bewegungsgleichung lautet dann einfach # = ~-GM,/r?, was wiederum als spezielle Lo-
sung fiir minimale Gesamtenergie bzw. maximalen Bahndrehimpuls eine Kreisbahn ergibt.
Die zugehorige Bahngeschwindigkeit betragt

GM,

v(r) = p (1.21)

also formal genau wie in Gl. (1.4), nur mit der radiusabhingigen Masse M, anstelle ei-
ner festen Zentralmasse. Um den Verlauf von vg(r) angeben zu konnen, oder zur Be-
schreibung anderer Bahnformen, muss man natiirlich noch das radiale Dichtegesetz ¢(7)
konkretisieren.

Eine fiir die Astrophysik wichtige Klasse von kugelsymmetrischen Massenverteilun-
gen mit analytisch ausdriickbaren zugehorigen Potentialen sind solche, bei denen das
Dichteprofil einem radialen Potenzgesetz folgt, d.h. fiir die gilt

[e 4
o =ei(F) - (1.22)
1

Dabei ist ¢, die Dichte bei einem beliebigen Referenzradius r;. Da der Exponent « frei wihl-
bar ist, lassen sich sehr verschiedene astrophysikalische Gebilde zumindest in stiickweiser
Niherung durch ein solches Potenzgesetz darstellen.

Eine besonders einfache Konfiguration ist eine homogene Kugel vom Radius R, d.h. mit
konstanter Massendichte ¢(r) = ¢ fiir alle r < R, sowie mit ¢(r > R) = 0. Im Inneren der
Kugel ist M, = 47r3¢;/3, und die radiale Beschleunigung betrigt

GM, _
=

—w?r, (1.23)

was genau die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators mit der Kreisfre-
quenz @ = +/4nGg,/3 = VGM/R3 darstellt. Da der vektorielle Drehimpuls im
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kugelsymmetrischen Potential erhalten bleibt, bleibt die Bahnbewegung wieder auf eine
Ebene beschrinkt. Mit 2 = x? + y? resultieren aus der Bewegungsgleichung dann also
harmonische Oszillationen sowohl in x als auch in y,

X = a coswt, y = b sinwt (1.24)

mit der gemeinsamen Periode U = 27/w. Die zugehorige Bahnkurve ist eine Ellipse mit
den Halbachsen a und b, deren Werte sich aus den Erhaltungsgréfien ergeben. Allerdings
befindet sich das Massenzentrum r = 0 nun im Mittelpunkt dieser Ellipsenbahn, nicht im
Brennpunkt wie im Keplerproblem mit einer Zentralmasse. Auch héngt die Umlaufzeit U
nur von der Dichte ab, aber nicht vom Abstand, d.h. innen und weiter aufien befindliche
Objekte laufen perfekt synchron um das Zentrum. Natiirlich ist dieses Szenario mit kon-
stanter Dichte streng genommen unrealistisch, aber es illustriert sehr deutlich die erhebli-
chen Unterschiede zwischen den Eigenschaften von Keplerbahnen um eine Zentralmasse
und von Bewegungen im Potential einer ausgedehnten Massenverteilung. Anwendungen
von Gl. (1.23) und der zugehdorigen Losung Gl. (1.24) sind beispielsweise die Betrachtung
des ,freien Falls“ einer Probemasse innerhalb der Sonne (s. Abschn. 5.4.1) oder die Bahnen
von Sternen um das galaktische Zentrum (s. Abschn. 10.5.5).

Ebenfalls von grofier Bedeutung in der Astrophysik ist ein Potenzgesetz-Dichteverlauf
(GL 1.22) fiir den Spezialfall « = -2. Dann ist die eingeschlossene Masse M, « r, und
die Kreisbahngeschwindigkeit ergibt sich aus Gl. (1.21) zu vg(¥) = const., unabhéngig
vom Abstand. Ein mathematisch idealisiertes Gebilde mit diesen Eigenschaften heifit auch
singuldre isotherme Sphdre (SIS) - wobei die Bezeichnung ,isotherm® eine Analogie zu
thermodynamischen Systemen nahelegt, die wie oben schon gesagt nur mit sehr vielen
Einschrdnkungen giiltig ist. Wir werden dieses Konzept bei der Betrachtung der Rotations-
kurven von Galaxien (s. Abschn. 11.4.2) und bei den Massenprofilen von Ansammlungen
dunkler Materie (s. Abschn. 12.6.3) wieder aufgreifen und weiter untersuchen. Natiirlich
kann auch eine Dichteverteilung ¢ o ¥2 immer nur iiber einen begrenzten Radiusbereich
gelten, da ansonsten fiir » — 0 die Dichte und fiir r — oo die Gesamtmasse divergieren
wiirden.

Allgemein ist die Ermittlung des Potentials und die Losung der Bewegungsgleichungen
fiir eine beliebige vorgegebene Dichteverteilung eine anspruchsvolle Aufgabe, die in der
Regel nur numerisch gelost werden kann. In der Astrophysik ist die Problemstellung aber
héufig umgekehrt: Aus der beobachteten Bewegung von Korpern in einem Gravitationsfeld
errechnet man die wirkenden Beschleunigungen, aus denen dann das Potential ermittelt
wird; schliefllich rekonstruiert man daraus die rdaumliche Verteilung der gravitierenden
Massen.

1.1.6 Gezeitenkrafte

Ein wichtiger Aspekt der gravitativen Wechselwirkung ausgedehnter Korper sind die dif-
ferentiellen Krifte, die durch die unterschiedlichen Anziehungen der einander zu- und
abgewandten Seiten entstehen. Die Grofienordnung solcher Effekte kann man ndherungs-
weise durch ein vereinfachtes Szenario abschitzen, in dem das Problem wieder auf die
vertraute Wechselwirkung von nur zwei Massenpunkten reduziert wird. Wir betrachten
dazu zwei Korper mit Massen m; = m, = m im Abstand 2R voneinander; ferner soll sich
im Abstand d zu dem gemeinsamen Schwerpunkt noch eine gravitativ bedeutende Masse
M > m befinden (s. Abb. 1.3).

11
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Abb. 1.3. Skizze zur Entstehung von Gezeitenkraften als Differenz der Anziehung von m; und m,
durch M.

Die durch M auf die beiden Massenelemente ausgeiibte Anziehungskraft unterscheidet
sich um den Betrag

AFg

GMm GMm Mm( 1 1 ) (1.25)

= Wd-R? (d+R2 @ \U-wmay T+RrRd?

Fiir R/d <« 1 kann dieser Ausdruck in eine Potenzreihe entwickelt werden, die nach dem
ersten Glied abbricht,

AFGzGA%<1+2§—(1—2§)>:4GMm£. (1.26)
Mit dieser Kraft werden die beiden Massenpunkte also effektiv auseinandergezogen. Der
Betrag der Kraft hingt in dieser Ndherung invers von der dritten Potenz des Abstands d ab,
AFg wird daher relevant vor allem bei kleinen Abstinden d zur externen gravitierenden
Masse M. Sind die beiden Massenpunkte Teile eines grof3eren Korpers, dann wird dieser in
Richtung der Verbindungslinie der beiden Punkte verformt. Das Phinomen der Meeresge-
zeiten auf der Erdoberfiche (s. Abschn. 4.2.1) lasst sich so durch die Einwirkung des Monds
erkldren, insbesondere in Verbindung mit der Erdrotation. In Anlehnung daran spricht
man ganz generell von Gezeitenkriften, wenn Gln. (1.25) bzw. (1.26) anwendbar sind. Ge-
zeitenkrifte sind von grofier Bedeutung in der Astrophysik. Sie begrenzen beispielsweise
die Stabilitét kleiner Korper in der Ndhe von massereichen Objekten (s. Abschn. 3.4.1), und
sie fiihren zur Abbremsung der Relativbewegung benachbarter Galaxien zueinander und
letztlich zu ihrer Verschmelzung (s. Abschn. 14.3.4).

1.2 Thermodynamik

In der Thermodynamik geht es um das Verhalten makroskopischer Materiemengen oder
Systeme bei Energiezufuhr oder -abnahme sowie um die Zusammenhénge dieses Verhal-
tens mit der eigentlichen Vielteilchennatur der Materie. Wir gehen hier duferst selektiv
vor und greifen uns aus dieser sehr breiten Thematik nur einige wenige Punkte heraus, die
als Grundlage fiir im Buch behandelte astrophysikalische Fragen dienen sollen.

1.2.1 Zustandsgrof3en und Zustandsgleichung

Die Charakterisierung eines thermodynamischen Systems erfolgt tiber Zustandsgréfien. Zu
diesen gehort die Anzahl der Teilchen, das von ihnen eingenommene Volumen, aber auch
Grofien, die bestimmte Verhaltensaspekte beschreiben, insbesondere der Druck und die
Temperatur. Die letzteren Grofien werden als intensive Zustandsgrofien bezeichnet, weil
sie sich bei der Aufteilung eines (homogenen) Systems in Untersysteme nicht andern.
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Fiir alle diese Grofien gibt es prizise thermodynamische Definitionen. Wohl am schwie-
rigsten zu fassen ist die Deutung der Temperatur: Makroskopisch gibt die Temperatur
den Wirmegehalt eines Korpers an, mikroskopisch stellt sie (unter anderem) ein Maf
fiir die mittlere Energie der beteiligten Teilchen dar. Fiir die Astrophysik ist vor al-
lem dieser mikroskopische Temperaturbegriff relevant, wobei je nach Kontext ganz un-
terschiedliche Temperaturdefinitionen moglich sind, die sich jeweils auf eine speziel-
le statistische Verteilungsfunktion beziehen. Beispielsweise gibt die kinetische Tempera-
tur eines Gases die typische Bewegungsenergie der Gasteilchen an, charakterisiert durch
die Maxwell-Boltzmann-Verteilung der Geschwindigkeiten (s. Abschn. 1.2.2), wihrend
die Strahlungstemperatur die Intensitit und die spektrale Energieverteilung der Pho-
tonen gemifl der Planck-Funktion (s. Abschn. 1.3.4) innerhalb des gleichen Systems
erfasst.

Wenn sich die Zustandsgrofien eines Systems zeitlich nicht dndern, so spricht man
von einem Gleichgewichtszustand. Insbesondere ist thermodynamisches Gleichgewicht
dadurch gekennzeichnet, dass die Temperatur in allen relevanten Verteilungsfunktionen
den gleichen Wert hat; eigentlich kann man nur dann von der Temperatur eines Systems
sprechen.

Eine weitere fundamentale Zustandsgrofie ist die Dichte, ausgedriickt entweder als
Massendichte ¢ mit der Einheit kg m™ oder als Anzahl-Teilchendichte n mit der Einheit
m~. Die in der Thermodynamik ansonsten verbreitete Verwendung von Mol als Einheit
der Stoffmenge spielt in der Astrophysik keine Rolle. Entsprechend tritt hier die mittlere
Masse pro Teilchen pum,, meist an die Stelle der sonst verwendeten molaren Masse. Dabei ist
m,, die Masse eines Protons (also eines Wasserstoffatomkerns) als Bezugsgrof3e ausgewihlt,
einfach weil der Wasserstoff das hidufigste Element im Universum ist. Bis auf einen sehr
kleinen Unterschied durch den Massendefekt ist m, nahezu gleich der atomaren Massen-
einheit u. u ist hingegen eine dimensionslose Zahl, die das jeweilige System charakterisiert
(verwirrenderweise oft ,,Molekulargewicht“ genannt, auch wenn die meisten astrophysika-
lischen Systeme gar keine Molekiile enthalten, sondern Atome oder Ionen). Der Wert von
u ergibt sich durch einen gewichteten Mittelwert aus der chemischen Zusammensetzung
der Materie sowie aus deren Aggregatzustand: Fiir jeden Teilchentyp wird die Masse in Ein-
heiten der Protonenmasse multipliziert mit dem prozentualen Anteil des Teilchens an der
Gesamtheit. Beispielsweise hat ein reines Wasserstoffgas in monoatomarem Zustand den
Wert u = 1.0005 ~ 1 einschliefilich des Beitrags des Elektrons, als molekulares Gas (H,)
hatesden Wert u = 2, und als ionisiertes Plasma den Wert 4 ~ 0.5, da nun sowohl Protonen
als auch Elektronen als eigenstidndige Teilchen zu zihlen sind. Beimischungen schwererer
Elemente erhohen u entsprechend ihres jeweiligen Anteils an den Teilchendichten. Mit der
mittleren Masse pro Teilchen ist die Umrechnung von Anzahl- auf Massendichten dann
gegeben durch

o=um,-n. 1.27)

Manche Zustandgréfien sind unabhéngig voneinander, z.B. kann ein System ge-
gebener Temperatur natiirlich aus unterschiedlich vielen Teilchen bestehen. Insge-
samt existieren aber fiir alle Materiezustinde bestimmte Relationen zwischen ver-
schiedenen Zustandsgrofien; diese werden als Zustandsgleichungen bezeichnet (auch
dann, wenn die Relationen so kompliziert sind, dass sie sich nicht als einfa-
che Gleichung aufschreiben lassen). Die wichtigste - und fiir dieses Buch einzi-
ge relevante — Zustandsgleichung driickt den jeweils giiltigen Zusammenhang zwi-
schen Druck P, Dichte ¢ bzw. n sowie Temperatur T aus, etwa in der Form
P=P(,T).
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Fiir ein ideales Gas gilt eine besonders einfache Zustandsgleichung, ndmlich
P=— kT = nkgT, (1.28)
pumy,

worin noch die Boltzmann-Konstante ky auftaucht. Unter einem idealen Gas versteht man
ein System von Teilchen, deren Eigenvolumina vernachléssigbar sind, die sich ungeregelt
und unabhingig voneinander bewegen und lediglich iiber elastische St6f3e miteinander
wechselwirken. Diese Modellvorstellung ist auf erstaunlich viele astrophysikalische Syste-
me in guter Ndherung anwendbar, weshalb die Zustandsgleichung (1.28) immer wieder in
diesem Buch benoétigt wird.

Bei hohen Dichten wie z.B. im Inneren von Planeten, und erst recht beim Einsetzen
quantenphysikalischer Wechselwirkungen wie etwa in den entarteten Zentralregionen von
Sternen und stellaren Uberresten, ist die jeweilige Zustandsgleichung erheblich komplexer
und oft noch nicht einmal gut bekannt. Sie ist dann in der Regel auch nicht durch eine
einzige Gleichung auszudriicken, sondern nur mittels numerischer Rechenvorschriften,
teilweise auf tabellierten Daten beruhend.

1.2.2 Statistische Thermodynamik

Bei einer sehr grof3en Anzahl von Teilchen kommt es nicht mehr darauf an, das Verhalten
der einzenen Teilchen individuell zu verfolgen; statt dessen werden Verteilungsfunktio-
nen gesucht, die quantitativ Auskunft geben, welcher Anteil der Teilchen bestimmte mi-
kroskopischen Eigenschaften - z.B. Aufenthaltsorte, Geschwindigkeiten und Bewegungs-
richtungen oder auch atomare Anregungs- oder Ionisationsniveaus aufweisen. Der zen-
trale Begriff in der statistischen Thermodynamik ist der des Zustands eines Systems, der
durch die Gesamtheit aller beteiligten Teilchen und ihrer Eigenschaften festgelegt ist und
als konkrete Realisierung eines Teilchenensembles aus einer Vielzahl mdglicher Zustidn-
de angesehen wird. Betrachtet man alle moglichen Zustinde, konnen diese mehr oder
weniger wahrscheinlich sein, was statistisch gleichbedeutend ist mit der relativen Héu-
figkeit, mit der solche Zustdnde dann tatsdchlich auftreten. Mathematisch werden diese
Wahrscheinlichkeiten bzw. Hiufigkeiten als Verteilungen durch kontinuierliche Dichte-
funktionen reprisentiert; daraus erhilt man ,echte” (nicht infinitesimale) Hiufigkeiten,
indem man diese Dichtefunktionen iiber die relevanten Wertebereiche der unabhingigen
Variablen integriert. Wir rekapitulieren nun kurz die fiir die Astrophysik wichtigsten dieser
Verteilungsfunktionen.

Verschiedene mogliche Zustidnde eines Systems unterscheiden sich in der Regel durch
ihre jeweilige Energien. Im thermodynamischen Gleichgewicht ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte p, das System in dem energetischen Zustand E anzutreffen, gegeben durch die
Boltzmann-Verteilung

p(B) = 7 ¢ Fllo), (1.29)

wieder mit der Boltzmann-Konstanten kg. Die Temperatur T ist hier der entscheidende
Parameter, der die genaue Form der Verteilungsfunktion festlegt. Der Normierungsfak-
tor 1/Z (die Zustandssumme) legt fest, dass die Gesamtheit aller méglichen Zustédnde die
Wahrscheinlichkeit 1 hat.
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Auch wenn die Boltzmann-Verteilung bzw. die ihr zugrunde liegende Boltzmann-
Statistik sehr vielfdltige Anwendungen hat, gilt sie nicht immer, sondern ist an die Vor-
aussetzung des thermodynamischen Gleichgewichts gekniipft. Es ist prinzipiell auch még-
lich, Verteilungen fiir Nicht-Gleichgewichtszustinde auszurechnen, aber solche Rechnun-
gen sind dann sehr spezifisch fiir den jeweiligen Fall durchzufiihren. Bemerkenswert an
der Boltzmann-Verteilung sowie von ihr abgeleitete Verteilungen ist hingegen gerade ih-
re unspezifische Form, worauf schon die Einfachheit von Gl. (1.29) hinweist sowie die
Tatsache, dass lediglich eine Variable (E) und ein Parameter (T) zur Charakterisierung
ausreichen.

Wendet man die Boltzmann-Statistik auf die Bewegungszustinde von Gasteilchen an,
so ergeben sich Verteilungsfunktionen fiir die Geschwindigkeiten der einzelnen Parti-
kel. Grundsitzlich geht man in der statistischen Thermodynamik ja davon aus, dass die
Bewegungen ungeordnet und quasi ,,zuféllig“ erfolgen; der Zufall wird allerdings einge-
schrinkt durch entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Je nach dem, ob man die
Geschwindigkeitskomponenten in bestimmten Richtungen (etwa in Bezug auf ein vorgege-
benes Koordinatensystem) oder nur den Betrag der Geschwindigkeit im Raum betrachtet,
nimmt die Verteilungsfunktion eine etwas andere Form ein. Fiir jede einzelne Komponen-
te v, muss bei komplett ungeordneter Bewegung der wahrscheinlichste Wert gerade Null
sein mit einer dazu symmetrischen Verteilung; die Wahrscheinlichkeitsdichte, ein Teilchen
mit einer bestimmten Geschwindigkeit v, in x-Richtung anzutreffen, ist dann durch die
eindimensionale Version der Maxwell-Boltzmann-Verteilung gegeben,

1 1
p(vx) — Z e’Ekin,x/kBT — —2 . e_v)%/(z O’\%) (1'30)
o,V 27

[ksT
mit o, = % (1.31)

und entsprechend fiir die y- und z-Koordinaten. Die Exponentialverteilung der (kineti-
schen) Energien aus Gl. (1.29) geht hier also unmittelbar in einer Gauf3sche Normalver-
teilung der zugehorigen Geschwindigkeitskomponenten iiber, mit m als der Masse des
jeweiligen Partikels. Daher ldsst sich die rechte Seite von Gl. (1.30) samt Normierungsfaktor
so aufschreiben, dass die Temperatur und Konstanten in der in GI. (1.31) definierten Gréfie
o, kombiniert werden. Mathematisch ist o, die Standardabweichung der Geschwindigkei-
ten bezogen auf eine feste Richtung. Je hoher die Temperatur, desto grof3er ist o, und desto
hdufiger (wahrscheinlicher) sind vom Betrag her grofiere Geschwindigkeiten (s. Abb. 1.4).

Oft sind aber nicht die einzelnen Geschwindigkeitskomponenten von Belang, son-

dern die Betriige der Geschwindigkeit der Partikel im Raum, v = /v + v} + vZ. Die
Maxwell-Boltzmann-Verteilungsfunktion p(v) lautet dann

1 2
p(v) = = \/t R iCL (1.32)
Oy T

In dieser Form ist p(v) asymmetrisch (s. Abb. 1.4 links): Einerseits ist die Wahrscheinlich-
keit verschwindend klein, dass alle Geschwindigkeitskomponenten gleichzeitig genau Null
sind, also gilt p(v = 0) = 0. Andererseits ist immer v > 0, und p(v) geht zwar gegen Null fiir
Geschwindigkeiten v > o,, es gibt aber keinen harten Hochstwert. Das Maximum von p(v)

liegt beid = o,,\/i, der Mittel- oder Erwartungswert (v) betrdgt 0,1/ 8/7. Die mittlere kineti-
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Abb. 1.4. Links: Maxwell-Boltzmann-Verteilungen der Teilchengeschwindigkeiten in einem Gas der
Temperatur T, fir drei verschiedene Temperaturen. Rechts: Die entsprechenden Verteilungen einer
einzelnen Geschwindigkeitskomponente in Bezug auf ein vorgegebenes Koordinatensystem.

sche Energie pro Teilchen (Ey;, ) erhédlt man durch Mittelung der Geschwindigkeitsquadrate,
sie betrigt

(Exin) = % m(v?) = % kpT. (1.33)

Man beachte, dass im thermodynamischen Gleichgewicht ein perfekter Energieaus-
tausch zwischen allen Bestandteilen des Gases angenommen wird. Besteht das Gas aus
verschiedenen Teilchenarten unterschiedlicher Massen m;, so ist (Ey;,) fiir alle Teilchen
gleich, die mittleren Geschwindigkeiten sind jedoch proportional zu o, und unterscheiden
sich voneinander jeweils um einen Faktor 1/,/m;.

Aus der Verbindung von statistischer Thermodynamik und Quantenphysik ergeben
sich weitere Verteilungsfunktionen, auf die wir an gegebener Stelle noch zu sprechen kom-
men. Fiir die Astrophysik wichtig sind insbesondere die Verteilungsfunktion von Photo-
nenenergien im thermodynamischen Gleichgewicht (s. Abschn. 1.3.4) und von Anregungs-
und Ionisationsstufen in Atomen (s. Abschn. 1.3.9).

1.2.3 Zustandsidnderungen

Ein grofier Teil der Thermodynamik befasst sich mit den Vorgingen bei verschiedenen
Arten von Zustandsdnderungen. Wir picken uns hier nur zwei Aspekte heraus, die im wei-
teren Verlauf des Buchs mehrfach benétigt werden, ndmlich zum einen das Konzept der
adiabiatischen Zustandsdnderung, zum anderen die Ausbreitung von Schallwellen.

Zuvor rekapitulieren wir noch ganz kurz die Hauptsétze der Thermodynamik. Der erste
Hauptsatz besagt, dass in einem abgeschlossenen System die Gesamtenergie eine Konstante
darstellt; dieses Prinzip der Energieerhaltung wurde bereits in der klassischen Mechanik
formuliert und in der Thermodynamik um den Warmebegriff erweitert, z.B. im Zusam-
menhang mit dissipativen Prozessen (Reibung). Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik,
fiir den es eine Vielzahl gleichwertiger Formulierungen gibt, stellt klar, dass elementare
thermodynamische Vorgédnge irreversibel sind, so dass beispielsweise der Warmeausgleich
zwischen zwei Korpern unterschiedlicher Temperatur immer vom wirmeren zum kiihle-
ren Korper erfolgt, auler infolge einer dufieren Einwirkung. In manchen Darstellungen der
Thermodynamik finden sich weitere physikalische Aussagen ebenfalls zu ,,Hauptsétzen*
ernannt, auf die wir hier aber nicht eingehen.
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Eine spezielle Form der Zustandsédnderung eines Systems findet statt, wenn dabei keine
Wiérme mit seiner Umgebung ausgetauscht wird; solche Vorgidnge werden als adiabatisch
bezeichnet. Natiirlich ist dies ein idealisiertes Konzept, das in realen Systemen allenfalls
nidherungsweise erfiillt sein kann. Es gibt aber eine ganze Reihe von Situationen, in denen
die Annahme der Adiabasie gut gerechtfertigt ist. Insbesondere ist dies der Fall bei sehr
schnellen Anderungen, bei denen sozusagen einfach keine Zeit zum Austausch mit der
Umgebung bleibt, oder auch (astrophysikalisch sehr relevant) bei extrem geringen Dichten,
die alle Energietransportmechanismen ineffizient werden lassen.

Ein illustratives Beispiel fiir einen adiabatischen Prozess ist die Kompression eines
(idealen) Gases, etwa in einem wiarmeisolierten Container, in den ein gut abschlielender
Stempel hineinfihrt. Bei einer solchen adiabatischen Kompression erh6hen sich gleichzei-
tig und auf eine bestimmte Weise alle drei Zustandsgrof3en Druck, Dichte und Temperatur.
Die infolge der Kompression und der Konstanz der Gesamtenergie erhohte Energiedichte
wird von den Gasteilchen in vermehrte Bewegung umgesetzt, und zwar sowohl in Translati-
onsbewegungen im Raum als auch - sofern die Teilchen nicht als Massenpunkte aufgefasst
werden konnen - in Rotations-, Schwingungs- und Vibrationsbewegungen der Teilchen
selbst. Die Anzahl der moglichen solcher Bewegungsformen (die ,Freiheitsgrade” f der
Teilchen) - bestimmt die Aufnahmeféhigkeit des Gases an Wiarmeenergie (die Warmeka-
pazitit) {iber den Adiabatenindex y ~ (f + 2)/f. Fiir ein monoatomares Gas oder Plasma
(in dem nur Translationsbewegungen moglich sind) ist f = 3 und y & 5/3, fiir ein Gas aus
zweiatomigen Molekiilen ist f = 5und y = 7/5.

Der Temperaturanderung bei Kompression von einem Anfangsvolumen V; auf ein
Endvolumen V), betrigt dann

T v\t
= (7) (134

d.h. bei der adiabatischen Kompression eines monoatomaren idealen Gases um einen Fak-
tor 8 wiirde die Temperatur um einen Faktor 82> = 4 ansteigen. Ahnliche Relationen
existieren zwischen den anderen Zustandsgréfien.

Bei hinreichend langsam erfolgenden Zustandsdnderungen kann das System zu jedem
Zwischenzeitpunkt als annihernd im Gleichgewicht angesehen werden. Solche ,quasi-
statischen“ Anderungen konnen trotzdem adiabatisch erfolgen, wenn die Zeitskalen fiir
die Einstellung eines inneren Gleichgewichts deutlich kleiner sind als fiir den Warmeaus-
tausch mit der Umgebung.

Eine der h#ufigsten Anwendungen fiir das Konzept der adiabatischen Zustands-
dnderung ist die Ausbildung kleiner periodischer Dichteschwankungen, die zur Ausbrei-
tung von Schallwellen fiihrt. Unter normalen irdischen Bedingungen sind die damit ver-
bundenen Dichte- und Temperaturdnderungen meist recht klein, aufler bei explosiven
Vorgédngen.

Schwallwellen spielen aber auch in verschiedenen astrophysikalischen Kontexten eine
bedeutende Rolle. Sie beschreiben allgemein die Reaktion eines Systems auf kleine Gleich-
gewichtsstorungen. Beispielsweise wird die Sonne nach einem ,,Sonnenbeben®, das durch
den Aufprall von zuvor herausgeschleuderter und wieder herabfallender Materie entsteht,
von einer klar identifizierbaren Schallwelle durchlaufen (s. Abschn. 5.4.2).

Die Ausbreitung von Schallwellen erfolgt mit einer charakteristischen Gruppenge-
schwindigkeit, der Schallgeschwindigkeit c,. Fiir ein ideales Gas mit Partikeln der Masse
m ist
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c=\7y—. (1.35)

Bei Berechnung der Schallgeschwindigkeit in einem Gasgemisch ist hier fiir m die mittlere
Teilchenmasse um, einzusetzen.

Die Schallgeschwindigkeit ist betragsmifiig nahezu gleich — aber nicht identisch mit
- der mittleren Raumgeschwindigkeit (v) der einzelnen Partikel (s. Abschn. 1.2.2). Man
beachte jedoch, dass sich Schallwellen gradlinig {iber grofie Distanzen ausbreiten kon-
nen, wihrend sich einzelne Partikel ungeordnet bewegen; obendrein behilt jedes Partikel
seine momentane Bewegungsrichtung immer nur bis zum nichsten Stofy mit anderen Par-
tikeln bei. Uber grofBe Entfernungen kommt eine Schallwellenfront daher sogar erheblich
schneller voran als die einzelnen Teilchen.

Der Wert von ¢, in einem idealen Gas héingt nach Gl. (1.35) - fiir festes y und fiir einen
gegebenen Partikelmix — nur von der Temperatur ab, nicht vom Druck oder von der Dichte.
Da astrophysikalische Systeme sehr unterschiedliche Temperaturen haben kdnnen, variiert
entsprechend auch die Schallgeschwindigkeit erheblich.

Anhand der Schallgeschwindigkeit 1dsst sich leicht abschétzen, wie schnell ein System
auf Storungen reagieren kann, ohne dass es zu Riickkopplungseffekten kommt: Mit D als
der linearen Grofie des Systems, etwa dem Durchmesser einer Kugel oder der Dicke einer
Schicht, ist t, = D/c, die Zeitdauer, die eine Schallwelle zur Duchquerung benotigt. Diese
Zeitdauer ist dann zu vergleichen mit der Zeitskala der Storung selbst. Ist letztere bedeu-
tend ldnger, wird sich nur eine Schallwelle ausbreiten; ist sie vergleichbar oder kiirzer als
tp, kann es zur Aufschaukelung der Stérung und zu nichtlinearen Effekten kommen. Sol-
che Zeitskalenbetrachtungen sind in der Astrophysik sehr beliebt, weil sie einen einfachen
Zugang zu moglicherweise sehr komplexen Vorgédngen bieten.

Allgemein kann man sagen, dass makroskopische Materiebewegungen mit Uberschall-
geschwindigkeit v > ¢, grundsitzlich nicht mehr durch Schallwellen ,,abgefangen“ werden
konnen. Statt dessen bilden sich Diskontinuitédten in der Dichte- und Druckverteilung aus,
die als Schockfronten bezeichnet werden und je nach Situation zu Verdichtungen oder loka-
len Temperaturerh6hungen um mehrere Grof3enordnungen fiihren kénnen. Wir befassen
uns in Abschn. 9.5.2 etwas detaillierter mit diesem Phinomen im Zusammenhang mit
Supernova-Explosionen im interstellaren Medium.

1.3 Strahlung
1.3.1 Das elektromagnetische Spektrum

Elektromagnetische Strahlung breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit aus, deren Wert c im
Vakuum eine fundamentale Naturkonstante darstellt. Die Wellenlidnge A bzw. Frequenz v
hédngen iiber die Beziehung

c=A1-v, (1.36)

miteinander zusammen.
Die Wellenldnge bzw. Frequenz der Strahlung im Wellenbild entspricht dem Energie-
gehalt eines einzelnen Photons im Teilchenbild,

_he
2

mit & als dem Planckschen Wirkungsquantum.

E=hv (1.37)
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Abb. 1.5. Wellenldngen A und Frequenzen v in den verschiedenen Spektralbereichen der elektro-
magnetischen Strahlung.

Das Spektrum der elektromagnetischen Strahlung umfasst viele Zehnerpotenzen, von
meterlangen Radiowellen bis hin zu extrem hochenergetischen Gammaphotonen. Einen
Uberblick iiber die Benennung der verschiedenen Bereiche des Spektrums gibt Abb. 1.5,
wobei die genauen Grenzen auf mehr oder weniger willkiirlichen Festlegungen beruhen.
Fiir die spektrale Einheit werden in der Astrophysik unterschiedliche, weitgehend aus den
jeweiligen Messtechniken entwachsene Konventionen verwendet: Im Radiobereich wird
iiberwiegend mit Frequenzen gearbeitet; im optischen, infraroten und UV-Spektralbereich
gibt man iiblicherweise Wellenldngen an, und die hochenergetische Strahlung im Rontgen-
und Gammabereich wird meist durch die jeweiligen Photonenenergien charakterisiert. Na-
tiirlich sind alle diese Angaben gleichwertig und konnen iiber Gl. (1.37) ineinander umge-
rechnet werden. In diesem Buch driicken wir Spektren und spektrale Energieverteilungen
bis auf wenige Ausnahmen grundsétzlich in Wellenldngen aus.

1.3.2 Strahlungsgrofien

Die von der Oberfldche einer Strahlungsquelle ausgehende Strahlung wird primér durch
ihre Intensitdt I charakterisiert (dazu kommt ggf. auch noch die Polarisation, s.u.). Wir
betrachten die Energiemenge dE, die von einem kleinen Fleck der Fliche dA auf der
Oberfliche der Quelle in eine bestimmte Richtung 6, ¢ abgestrahlt wird. Diese Energie-
menge ist proportional zur Fliche, zum Zeitintervall d¢t sowie zur Gréfie des Raumwin-
kels dQ um den vorgegebenen Richtungsvektor. Die Intensitit ist dann definiert als der
Proportionalititsfaktor in der Beziehung

dE=1dtdAdQ. (1.38)

Die monochromatische Intensitdt I; bezeichnet analog die abgestrahlte Energiemenge
pro Wellenldngenintervall [, A+ dA]. In SI-Einheiten ausgedriickt, ist I; die Energiemenge,
die pro Sekunde durch eine Fliche von 1 m? in Richtung eines Raumwinkels von 1 sterad
hindurchfliet, gemessen iiber eine spektrale Bandbreite von 10° m = 1 nm. Analog lisst
sich auch eine auf Frequenzen bezogene monochromatische Intensitét I, festlegen.

Ein besonders einfaches Strahlungsfeld liegt fiir den idealisierten Fall des exakten ther-
mischen Gleichgewichts vor. Die Intensitédt ist dann unabhéngig von der Richtung, das
Strahlungsfeld ist ,isotrop®; seine spektrale Energieverteilung ldsst sich mit der Planck-
schen Funktion I; = B;(T) (s. Abschn. 1.3.4) beschreiben.

Fiir reale Objekte hingt die Intensitdt oftmals von der Richtung ab, I = 1(6,¢).
Durch Integration iiber alle Richtungen ,nach auflen®, d.h. 8 < 90°, erhilt man den
Strahlungsfluss
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F= ff[ sin 6d6 d¢, (1.39)
6 ¢

d.h. die Energiemenge, die pro Zeiteinheit durch eine Einheitsflidche hindurchtritt und von
der Quelle abgestrahlt und daher auch als Fldchenhelligkeit bezeichnet wird. Die Gesamt-
strahlungsleistung (Leuchtkraft) des Objektes, auszudriicken als Energiemenge pro Zeit,
ergibt sich dann durch Integration iiber die Oberfldche,

L=47R>-F. (1.40)

Bei der Beobachtung einer Quelle in einer Entfernung r vom Mittelpunkt der Kugel misst
man den Strahlungsstrom

Lo F(f-j) . (1.41)

S =
47r2

Alle Begriffe sind gleichermafien giiltig, wenn man den monochromatischen Strah-
lungsstrom s; bzw. s, betrachtet. Die Grofien s; und s, sind dquivalent und durch die
Beziehungen s; dA = s,, dv und v = ¢/A miteinander verkniipft.

Man beachte, dass der beobachtete Strahlungsstrom s einerseits und die Flachenhellig-
keit F eines Objekts an seiner Oberfliche andererseits in den gleichen Einheiten (W m2)
angegeben werden, dass aber die beiden Grofien physikalisch vollig verschiedenartiger Na-
tur sind. Fiir astronomische Objekte ist nur der Strahlungsstrom eine direkte Messgrofie;
um die Flachenhelligkeit zu messen, miisste man auf der Oberfliche des Objektes ein
Messinstrument anbringen.

Die Polarisation der Strahlung gibt an, in welcher Richtung (senkrecht zur Fortpflan-
zungsrichtung) der Vektor der elektrischen Feldstidrke schwingt. Zu einer vollstandigen
Charakterisierung der Polarisation bei gegebener Wellenldnge sind - neben dem Gesamt-
Strahlungsstrom - noch drei weitere Grofien erforderlich. Dabei gibt der Polarisationsgrad
an, wie grof3 der Bruchteil der polarisierten Strahlung am Gesamtstrahlungsstrom ist. Zwei
weitere Parameter werden zur Festlegung der Schwingungsrichtung im Raum bendétigt.

1.3.3 Elementare Strahlungsprozesse: Emission und Absorption

Bei Absorption bzw. Emission eines Photons durch ein Atom édndert sich die Energie eines
Elektrons der Atombhdille, d.h. es wechselt sein Energieniveau. Das energetisch niedrigste
Niveau heif3t Grundzustand. Dariiber liegen zunichst etliche diskrete ,angeregte” Zustén-
de. Fiir das Wasserstoffatom sind diese diskreten Energiewerte in guter Niherung durch
die Bohrsche Serienformel gegeben,

13.6eV

E,=-
N S2

. s=1,2,3,.. (1.42)

Fiir andere Elemente als Wasserstoff gibt es keine dhnlich einfache Formel zur Berechnung
der Energieniveaus (abgesehen von hochionisierten ,wasserstoffihnlichen” Zustinden mit
nur noch einem Elektron).

Oberhalb der Ionisationsenergie y ist das Elektron aus der Atomhiille befreit, dann ist
jeder beliebige Energiewert E > y moglich. Fiir ein Wasserstoffatom im Grundzustand
ist dieser Wert y, = 13.6 eV, der Konstanten aus der Bohrschen Serienformel. Diese
ungebundenen Zustidnde des Elektrons bilden also ein Kontinuum von Energiewerten.
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Bei der Absorption bzw. Emission eines Lichtquants einer bestimmten Energie E, geht
das Elektron in einen um diesen Energiebetrag hoheren bzw. niedrigeren Energiezustand
iiber. Der Betrag der Energiedifferenz zwischen Anfangs- und Endzustand ist gleich der
Photonenenergie, E, = AE = hv = hc/A.

Gebunden-gebundene Uberginge erfolgen zwischen zwei gebundenen, diskreten Zu-
stainden. Aufgrund der quantenmechanischen Beschrinkung auf diskrete Zustdnde kann
ein Photon von einem gegebenen Atom nur dann absorbiert werden, wenn zu der Energie
des Photons E, auch ein energetisch passender Ubergang zwischen méglichen Zustin-
den existiert, und wenn aulerdem das untere Niveau dieses Ubergangs auch tatsichlich
mit einem Elektron besetzt ist. Wenn dies nicht der Fall ist, verbleiben Photon und Atom
miteinander wechselwirkungsfrei. Solche Ubergiinge bewirken die Entstehung diskreter
Spektrallinien in Absorption und Emission.

Gebunden-freie Ubergiinge fiihren von diskreten Niveaus ins Kontinuum der freien
Zustinde, also zur Ionisation. Hier hat das absorbierte Photon mindestens die Ionisa-
tionsenergie fiir den aktuell besetzten Zustand y,. Die dariiber hinausgehende Energie
AE = E, - x, des absorbierten Quants wird in kinetische Energie mv?/2 des befreiten
Elektrons verwandelt.

Umgekehrt fiihren frei-gebundene Uberginge zum Einfang eines anfinglich freien
Elektrons, d.h. zur Rekombination des Atoms, wobei die gesamte Energiedifferenz - ein-
schliefllich der anfdnglichen kinetischen Energie des Elektrons - als ein Photon aus-
gestrahlt wird (oder als mehrere Photonen in Folge einer Rekombinationskaskade von
hoheren zu niedrigeren Zustidnden).

Bei frei-freien Ubergingen bleibt ein freies Elektron weiterhin ungebunden; es én-
dert nur seine kinetische Energie, und zwar gerade um die Energie des absorbierten bzw.
emittierten Lichtquants. Ein Beispiel fiir frei-freie Ubergéinge ist die Bremsstrahlung beim
Durchgang durch das Coulombfeld eines Atomkernes oder Ions.

Ubergiinge der Elektronen im Atom kénnen auch ohne direkte Beteiligung von Strah-
lung, sondern {iiber inelastische Stofie zwischen den materiellen Teilchen eines Gases er-
folgen. Dabei wird ein Teil der kinetischen Energie eines Teilchens in Anregungsenergie
iiberfiihrt, d.h. das Atom geht ohne Absorption eines Photons in einen angeregten Zustand
iiber oder wird ionisiert. Umgekehrt ist auch Stoflabregung mdglich, wobei dann ein an-
geregtes Atom in einen niedrigeren Zustand iibergeht und die iiberschiissige Energie dem
Stofipartner als kinetische Energie tibertrégt.

1.3.4 Schwarzkorperstrahlung

Jeder Korper mit einer Temperatur T > 0 K gibt elektromagnetische Strahlung an seine
Umgebung ab. Die spektrale Verteilung dieser Strahlung kann sehr unterschiedlich aus-
sehen je nach Temperatur, Zusammensetzung und Beschaffenheit des Korpers. Besonders
einfach zu beschreiben ist die Strahlung, die von Kérpern im exakten thermodynamischen
Gleichgewicht ausgeht. Ein solcher - stark idealisierter — Korper stellt einen perfekten Ab-
sorber dar, d.h. alle eintreffende Strahlung wird zu 100% rezipiert — deshalb nennt man
solche idealisierte Objekte auch schwarze Korper. Im Gleichgewicht darf sich aber die Tem-
peratur des Korpers nicht dndern, d.h. er muss genauso viel Energie abstrahlen, wie er
absorbiert.

Im Labor erhilt man niherungsweise eine solche Strahlung aus einer kleinen Offnung
in einem Hohlraum, dessen Winde sehr genau auf konstanter Temperatur gehalten wer-
den, und deren Innenseiten moglichst gut absorbieren. Man spricht daher auch von Hohl-
raumstrahlung. Dieser Strahlungstyp spielt in Astrophysik eine bedeutende Rolle, obwohl
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viele reale Objekte das Spektrum eines schwarzen Korpers® allenfalls in grober Niherung
aufweisen. Man kann oft zumindest einige globale Eigenschaften des Objektes iiber eine
entsprechende Annahme erhalten. Die Einfachheit und Universalitit der Gesetze fiir die
Hohlraumstrahlung lassen solche Schliisse selbst dann zu, wenn nur sehr wenig tiber die
genaue Zusammensetzung eines Objektes bekannt ist.

Schwarzkorperstrahlung hat ein rein kontinuierliches Spektrum, zeigt also keine
Absorptions- oder Emissionslinien, und sie ist isotrop, d.h. die Intensitit ist unabhéngig
von der Strahlungsrichtung. Die Eigenschaften sind allein durch die Temperatur bestimmt.

Das Plancksche Gesetz beschreibt die spektrale Verteilung der Intensitdt fiir einen
schwarzen Korper der Temperatur T. Es lautet

2 _
B,(A,T) = 2/1}’—5‘: - (ehe/AksT) _ 1) b (1.43)

bzw. in Frequenzdarstellung

3 -1
B,(»,T) = th—;’ (e 1) 7 (1.44)

Die auftretenden physikalischen Naturkonstanten sind das Plancksche Wirkungsquan-
tum h, die Boltzmannkonstante ki und die Lichtgeschwindigkeit c. Die Werte von B haben
die Dimension von monochromatischen Intensititen (vgl. Abschn. 1.3.2). Der Ubergang
von Gl. (1.43) zu (1.44) geschieht {iber die Beziehung B, (v, T) dv = B;(4, T) dA. Man beach-
te, dass es nicht ausreicht, beispielsweise in Gl. (1.43) einfach nur 4 durch c¢/v zu ersetzen;
die so erzeugte Funktion wire als By(v, T) zu bezeichnen, was eben nicht identisch mit
B,(v, T) ist.

Das Spektrum der Schwarzkorperstrahlung nach dem Planckschen Gesetz ist fiir
verschiedene Temperaturwerte in Abb. 1.6 skizziert. Das Maximum verschiebt sich mit
wachsender Temperatur zu kiirzeren Wellenlédngen (bzw. zu héheren Frequenzen). Die
Wellenldnge des Maximums von B;(4, T) wird durch das Wiensche Verschiebungsgesetz
angegeben,

Amax © T = const. = 0.002898 m - K . (1.45)

Fiir das Maximum von B,, gilt Entsprechendes. (Achtung: fiir festes T liegen die Maxima von
B;(4, T) und B, (v, T) nicht bei den gleichen Punkten im Spektrum! Man sieht das deutlich
beim Vergleich der beiden oberen Graphiken in Abb. 1.6.)

Fiir kurze Wellenldngen 4 <« A, — genauer: fiir he/(1kgT) > 1 - gilt die Wiensche
Ndherung

2
By(4,T) ~ 2/1h—§ e h/AkT)  fiir  he/(AkgT) > 1, (1.46)

und im Grenzfall grof3er Wellenldngen gilt entsprechend die Rayleigh-Jeans-Ndherung
By(4, T) =~ 2ckgT-1™* fiir he/(AkgT) < 1. (1.47)

Das Stefan-Boltzmann-Gesetz gibt die gesamte iiber alle Wellenldngen und Ausstrah-
lungsrichtungen integrierte Strahlungsleistung pro Fliacheneinheit der Oberfldche eines
schwarzen Korpers an, also seine totale Flichenhelligkeit. Diese betrigt

F= Osp * ’]"4’ (1.48)

3 Im Einklang mit den internationalen Gepflogenheiten bevorzugen wir in diesem Buch die Begrif-
fe ,,Schwarzer Korper” und ,,Schwarzkorperstrahlung® gegeniiber dem traditionellen deutschen Terminus
,Hohlraumstrahlung*.
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Abb. 1.6. Spektrale Intensitatsverteilung der Schwarzkorperstrahlung in vier verschiedenen Dar-
stellungen: B;(4, T) (links) und B, (v, T) (rechts) mit linearer (oben) und logarithmischer (unten)
Achsenskalierung, flr die jeweils angegebenen Werte der Temperatur T.

wobei ogp die aus mehreren Naturkonstanten zusammengesetze ,Stefan-Boltzmann-

Konstante“ ist.

Die Energiedichte u des Strahlungsfeldes eines schwarzen Korpers, d.h. die Summe der
Energien aller Photonen in einem Einheitsvolumen, erhélt man durch Integration tiber alle
Raumwinkel Q. Wegen der Ausbreitung mit Lichtgeschwindigkeit c folgt fiir die spektrale

Verteilung

Uy = %fBA(/L T)dQ = 47”31(/1, T

und fiir die gesamte Energiedichte

405
c

T*=qa-T*

mit der ,Strahlungskonstanten“ a = 4 ogg/c.

(1.49)

(1.50)
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Fiir festes A hingt die Form von B; nur von T ab und steigt monoton mit T; die gesamte
(iiber alle A integrierte) Abstrahlungsleistung steigt sogar mit T*. In dieser Idealisierung
héngt also weder die Form des Spektrums noch seine Intensitét von der sonstigen Beschaf-
fenheit des Korpers ab. In realen Korpern ist ein solches Verhalten desto genauer erfiillt,
je besser die Anndherung an das thermische Gleichgewicht gegeben ist. Auf dieser Grund-
lage ist es z.B. moglich, allein aus der Lage des Strahlungsmaximums auf die ungefihre
Temperatur eines Objekts zu schlief3en, oder aus der Temperatur die gesamte abgestrahlte
Leistung abzuschitzen.

1.3.5 Dopplereffekt

Bewegt sich eine Strahlungsquelle relativ zum Beobachter (Empfénger), so dndert sich die
Wellenldnge der empfangenen Strahlung. Dieser urspriinglich aus der Akustik bekannte
Doppler-Effekt ermoglicht, dass wir Information iiber die Geschwindigkeit einer Lichtquel-
le relativ zu uns ermitteln kdnnen. Wenn sich die Strahlungsquelle mit einer Geschwin-
digkeit v, relativ zu uns bewegt, betrdgt die Verschiebung der gemessenen Wellenldnge 1
gegeniiber der im Labor bei ruhender Lichtquelle gemessenen Wellenldnge 1,

AL A-24g W Av  vo-v %

Z = /10 = ? bzw. 7 T = ?, (1-51)

(in dieser Form nur fiir nicht-relativistische Geschwindigkeiten, also lv,| < c, giiltig). Wenn
sich die Quelle von uns entfernt, v, > 0, bedeutet dies also eine Verschiebung zu grofieren
Wellenlidngen (,,Rotverschiebung®); wenn sie sich auf uns zubewegt, v, < 0, ergibt sich eine
Verschiebung zu kleineren Wellenléngen (,,Blauverschiebung®).

Die Doppler-Verschiebung kann an Spektrallinien, deren Laborwellenldnge 4, man ge-
nau kennt, gemessen werden und ist die wichtigste, oft sogar die einzige Informationsquelle
iiber die Bewegung weit entfernter astronomischer Objekte. Zusétzlich fiihrt die mikro-
skopische Bewegung einzelner Teilchen (Atome oder Ionen) in einem Objekt dazu, dass
nicht alle Photonen bei genau der gleichen Wellenlénge emittiert oder absorbiert werden.
Es ergibt sich die Doppler-Verbreiterung der Spektrallinie gemif} der Verteilungsfunktion
der Geschwindigkeiten v, in radialer Richtung (s. Abschn. 1.3.8).

1.3.6 Absorption in Materie

Beim Durchgang von Strahlung durch eine infinitesimal diinne Materieschicht vermindert
sich die Intensitét I durch Absorption um einen Betrag dI; dieser Betrag ist proportional
zu der eingestrahlten Intensitdt und zur Schichtdicke dx:

dIA :—IA'KA'dX (152)

(vergl. Abb. 1.7 links). Der Proportionalititsfaktor x; heifit Absorptionskoeffizient und stellt
eine Materialeigenschaft dar, die die Absorptionsfdhigkeit der Materie fiir Strahlung der
Wellenlidnge A beschreibt. Er hat die Dimension eines Wirkungsquerschnitts pro Volumen-
einheit, ist also der Kehrwert einer Lange. x; hidngt nicht nur von der Wellenlidnge ab,
sondern auch von der chemischen Zusammensetzung der Materie, deren Ionisations- und
Anregungsgrad sowie von der Materiedichte, also allgemein von der Temperatur T, dem
Druck P und der Dichte ¢. Sein Wert muf} fiir das jeweilige absorbierende Medium mit
Hilfe der Quantenphysik berechnet werden.

Eine anschauliche Alternative zu der etwas abstrakten Grofie Absorptionskoeffizient
stellt das Konzept der mittleren freien Wegldnge ¢ fiir Photonen gegeniiber Absorptionen
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I Iy +dI,

—
dz T

Abb. 1.7. Zur Intensitatsanderung der Strahlung bei Durchgang durch eine infinitesimal diinne
(Links) und eine endlich ausgedehnte (rechts) Materieschicht.

dar. Ein Photon der Energie hc/A bewegt sich mit Lichtgeschwindigkeit auf einer geraden
Linie, bis es ggf. absorbiert wird. Je hoher der Absorptionskoeffizient, desto frither passiert
die Absorption und desto kiirzer wird entsprechend der zuriickgelegte Weg. Die mittlere
freie Weglidnge ¢ ist also
1
€)= o (1.53)
Die Abschwichung der Strahlungsintensitdt beim Durchgang durch eine endlich aus-
gedehnte Schicht der Dicke x (Abb. 1.7 rechts) ergibt sich dann aus

dI
—/—A=/Kﬂdxzfﬂ. (1.54)
I

Die in dieser Beziehung definierte dimensionslose optische Tiefe T gibt die Gesamt-
Absorption, also die Transparenz einer Schicht entlang der Sichtlinie an. Eine Schicht mit
7 <« 1ist quasi durchsichtig, die Intensitét verringert sich nur wenig; man sagt, die Schicht
ist ,,optisch diinn“. Dagegen ist eine Schicht mit 7 > 1 nahezu lichtundurchléssig und
heifit dementsprechend ,,optisch dick®. Da t; wie x; von der Wellenldnge abhéngt, kann
eine Schicht durchaus bei einer Wellenlidnge transparent, also optisch diinn sein, bei einer
anderen Wellenlidnge aber optisch dick.
Damit kann man Gl. (1.52) auch schreiben als dI; = -I; dr;, mit der Losung

I, = I/l,O -ea, (1.55)

wobei die eingestrahlte Intensitit I, ; als Randbedingung vorgegeben sein muss. Fiir eine
hinreichend kleine optische Tiefe kann man annédhern

I N(l—T&)ILO fiir T, <<1. (1.56)
Umgekehrt gilt fiir eine sehr grof3e optische Tiefe im Grenzfall offensichtlicherweise
I, —0 fir 1) — . 1.57)

unabhiingig vom genauen Wert von I .

Der dazwischen liegende Fall 7 = 1 entspricht gemif} Gl. (1.55) einer Abschwichung
der Intensitit um genau einen Faktor 1/e = 0.368.

Mikroskopisch héngt der Absorptionskoeffizient x; von zweierlei ab: von den Wechsel-
wirkungsraten der einzelnen Atome (bzw. Ionen bzw. Molekiile) mit Photonen, und von
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Abb. 1.8. Links: Gebunden-gebunden- und gebunden-frei-Uberginge im Energieschema eines
Atoms (schematisch). Rechts: Beitrige dieser Uberginge zum Absorptionsquerschnitt a;.

der Anzahldichte der wechselwirkenden Atome ldngs der Sichtlinie. Die Wahrscheinlich-
keit einer einzelnen Wechselwirkung erfasst man mit dem Absorptionsquerschnitt a; pro
absorbierendem Teilchen, ausgedriickt als Flache. Mit der Anzahldichte n der relevanten
Atome folgt dann der Absorptionskoeffizient als

Ky=hn-a;. (1.58)

Die Absorptionsquerschnitte a, aller in Frage kommenden Teilchen miissen durch La-
borexperimente gemessen oder quantenmechanisch berechnet werden. In astrophysika-
lischen Gasen dominieren oftmals Wasserstoff und Helium die Teilchenzahlen pro Volu-
meneinheit, je nach Temperatur und Anregungsverhiltnissen in Form von Atomen, Ionen
oder (beim Wasserstoff) von H,-Molekiilen. Vom Zustand des Gases hingt auch ab, welche
Wechselwirkungsprozesse zwischen Strahlung und Materie die gréfite Rolle spielen.

Frei-frei-Absorption hat keine charakteristische Wellenlédnge und ergibt ein breites kon-
tinuierliches Absorptionsspektrum. Bei gebunden-frei-Absorptionen zeigt die Funktion
a,(4) hingegen eine charakteristische Zackenform (s. Abb. 1.8), da Absorption nur fiir Pho-
tonen mit hc/A > y, moglich ist (x, ist die Ionisationsenergie fiir das Anregungsniveau s):
a, ist O fiir A > hc/y,, springt dann diskontinuierlich auf einen Maximalwert bei 1 = hc/ y,
und fillt zu kleineren Wellenldngen wieder ab.

Gebunden-gebundene Absorption impliziert den Transfer eines Elektrons von einem
diskreten Energieniveau auf ein hoheres, entspricht also im Prinzip einem Wert a; > 0 bei
einer einzigen Wellenldnge 4, , = hc/AE. Aufgrund der natiirlichen Unschérfe der quan-
tenmechanischen Energieniveaus sowie weiterer Mechanismen (s. Abschn. 1.3.8) ist a; (1)
allerdings ,verbreitert” und darstellbar als glatte Funktion mit einem Maximum bei 4, ,
und mehr oder weniger ausgepréigten Fliigeln zu beiden Seiten wie in Abb. 1.8 exemplarisch
fiir zwei Ubergiinge dargestellt.

Wenn der Absorptionsquerschnitt a; und die relevante Teilchendichte n beide
bekannt sind, kann nach GIl. (1.58) der Absorptionskoeffizient ermittelt werden. In
Abb. 1.9 ist ein daraus resultierendes Absorptionsspektrum skizziert, das sowohl diskrete
Spektrallinien als auch Absorptionskanten enthidlt. Um solche Spektren tatsédchlich
berechnen zu konnen, sind allerdings weitere (in der Regel situationsspezifische) Annah-
men erforderlich.
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Abb. 1.9. Schematisches Absorptionsspektrum
einer Schicht mit einem Verlauf des Absorptionsko-
effizienten wie in Abb. 1.8. Das unabsorbierte Kon-
tinuum ist durch die gestrichelte Linie angedeutet.
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1.3.7 Strahlungstransport

Allgemein muss man davon ausgehen, dass das Material die absorbierte Strahlungsenergie
wieder emittiert, entweder bei der gleichen Wellenlinge 1 oder auch nach internen Um-
wandlungsprozessen bei anderen Photonenenergien. Jede Emission fiihrt aber wiederum
zu einer Erhohung der Intensitét. Diese Intensititszunahme fiir eine Schicht der Dicke dx
schreiben wir als

dI; = ¢, - dx, (1.59)

womit analog zum Absorptions- nun der Emissionskoeffizient €, definiert wurde. Auch die-
se Grof3e ist in komplizierter Weise von Druck, Dichte, Temperatur und der chemischen
Zusammensetzung abhéngig und muf} ebenfalls quantenmechanisch berechnet werden.

Die gesamte Anderung dI; der Intensitit I; setzt sich additiv aus den Anteilen der
Absorption und der Emission zusammen, ndmlich nach GI. (1.52) und (1.59):

dI; =-I; - x; dx + €, dx, (1.60)
woraus sich die allgemeine Differentialgleichung fiir den Strahlungstransport ergibt:

dr,

dx

Substituiert man x;dx durch dr;, so resultiert die hidufig gewihlte alternative
Schreibweise
a1,

— =-1 - 1.62
i, ’1+x,1 (1.62)

=-I;-x3+¢. (1.61)

Diese Gleichung ist fiir eine Vielzahl astrophysikalischer Problemstellungen von grofier
Bedeutung. Im konkreten Anwendungsfall sind dabei sowohl die Funktionen ¢; und x;
(bzw. ihr Verhiltnis) als auch die geometrischen Randbedingungen zu spezifizieren. Die
Schwierigkeit einer genauen Berechnung des Strahlungstransports riihrt vor allem aus der
Tatsache her, dass durch allerhand Prozesse Strahlungsenergie zwischen verschiedenen
Frequenzen hin- und hergeschoben werden kann. In der Regel kann die Strahlungstrans-
portgleichung nur durch aufwendige numerische Integration geldst werden; geschlossene
Losungen sind nur in wenigen Sonderfédllen mdoglich. Einen besonders einfachen Fall stellt
die Losung fiir reine Absorption in Gl. (1.55) dar.
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Im idealisierten thermischen Gleichgewicht ist die Temperatur ortlich und zeitlich
konstant, und die energetischen Betrdge von Absorption und Emission halten sich die
Waage. Unter solchen Umstdnden gilt der Kirchhoffsche Satz, wonach Absorptions- und
Emissionskoeffizient durch

2 = BT, (1.63)
L7

miteinander verkniipft sind, mit B; (4, T) als Planck-Funktion (Gl. 1.43). Wenn der Absorp-
tionskoeffizient x; bekannt ist, folgt daraus im thermodynamischen Gleichgewicht, dass
die absorbierte Energie wie von einem schwarzen Korper gemif} ¢; = By(4, T) - x; wieder
abgestrahlt wird. Fiir diesen Fall kann man die formale Losung der Strahlungstransport-
gleichung (1.62) hinschreiben,

L=I €%+ /B/l(/l, T)e ™ dry, (1.64)

wobei das Integral iiber die gesamte Sehstrecke durch das Medium zu bilden ist und *
die gesamte optische Tiefe des Mediums angibt, ;7 = fdr;. In Abschn. 5.2.2 behandeln
wir die Bedeutung dieser Gleichung fiir das Zustandekommen von Absorptionslinien im
Sonnenspektrum.

1.3.8 Verbreiterung von Spektrallinien

Alle Spektrallinien, ob in Absorption oder Emission, sind immer iiber einen gewissen
Bereich um die zentrale Wellenlidnge ,verschmiert®, was dann in einer endliche Brei-
te der Linie resultiert. Es gibt drei hauptsichliche physikalische Mechanismen fiir diese
Linienverbreiterung:

Die natiirliche Linienbreite 5 ist gegeben durch die Breite der Energieniveaus SE, die
wiederum durch die quantenmechanische Unschirferelation begrenzt ist. Diese besagt,
dass jeder angeregte Zustand nur eine begrenzte (statistische) ,,Lebensdauer® &t hat, nach
der er sich spontan wieder abregt; dann ist 6E - 8t > h/(27), also 51 > 22/(27 ¢ 5t). Im Wel-
lenbild des Lichtes entspricht dieser Zusammenhang der Aussage, dass einzelne Wellenzii-
ge eine endliche Linge haben (,geddimpft“) sind; aus der Fourieranalyse wissen wir, dass
zur Darstellung einer solchen Ddmpfung die Uberlagerung vieler benachbarter Frequenzen
notig ist. Nur unendlich lange (,,ungeddmpfte“) Wellenziige konnen strikt monochroma-
tisch sein. Die natiirliche Linienverbreiterung wird daher auch als Strahlungsddmpfung
bezeichnet.

Eine Stofiverbreiterung der Linie resultiert aus inelastischen Wechselwirkungen (,,Sto-
Ben”) mit benachbarten Teilchen. Dabei kann Energie {ibertragen und ein angeregtes Ni-
veau vorzeitig wieder abgeregt werden. Wenn solche Stdéfie hinreichend héufig passieren,
bewirken sie eine erhebliche Verkiirzung der Lebensdauer 5t der angeregten Niveaus, was
zu einer entsprechenden Verbreiterung SE der Energieniveaus fiihrt. Da dieser Effekt mit
wachsender Anzahl sich storender Teilchen steigt, also mit wachsendem Druck, heif3t er
auch Druckddmpfung.

Zusitzlich kommt eine thermische Linienverbreiterung hinzu, wenn die absorbierenden
Teilchen wegen ihrer statistischen Bewegungen sowohl positive und negative Radialge-
schwindigkeiten v relativ zur Strahlungsquelle haben, was aufgrund des Dopplereffekts
jeweils Verschiebungen der Wellenldnge um AA/A = v/c ergibt. In dem hiufigen Fall
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des thermodynamischen oder zumindest kinetischen Gleichgewichts gilt, dass die Ge-
schwindigkeiten ldngs der Sichtlinie und somit auch die Wellenldngenverschiebungen ei-
ner Gaufischen Normalverteilung folgen (eindimensionale Form der Maxwell-Boltzmann-
Geschwindigkeitsverteilung, s. Abschn. 1.2.2). Gemafl Gl. (1.31) ist die Breite o, dieser
Verteilung proportional zu \/7"

In einigen Situationen kommen noch weitere Griinde fiir eine Verbreiterung von Spek-
trallinien hinzu. So spalten sich atomare Niveaus in einem starken elektrischen oder in
einem Magnetfeld in mehrere Komponenten auf (Stark- bzw. Zeeman-Effekt), was zu einer
entsprechenden Aufspaltung der zugehdrigen Linien fiihrt. Ist die Aufspaltung allerdings
kleiner als die Breite der individuellen Linienkomponenten, so sind diese jedoch nicht als
Einzelkomponenten zu erkennen, sondern bewirken nur eine Verbreiterung der gesamten
Linie.

1.3.9 Anregungs- und lonisationsstufen

Eine fiir viele Situation grundlegende Grofie ist die jeweilige Anzahldichte der Atome (bzw.
Ionen) auf verschiedenen Energieniveaus. Diese variiert — aufier mit der Hiufigkeit des
betreffenden Elementes — mit den jeweils herrschenden Anregungs- und Ionisationsbe-
dingungen. Falls sich beispielsweise alle H-Atome im Grundzustand befinden, kénnen
offensichtlich keine Absorptionslinien entstehen, die einem Ubergang vom zweiten zu ho-
heren Niveaus entsprechen (dies ist in guter Ndherung im interstellaren Medium der Fall,
s. Abschn. 9.2.1).

Fiir den idealisierten Fall des thermodynamischen Gleichgewichts hidngen sowohl die
Verteilung der Anregungs- als auch die der Ionisationsstufen nur von der Temperatur ab
und lassen sich durch statistische Verteilungsfunktionen beschreiben (s. Abschn. 1.2.2).
Der Anregungsgrad eines beliebigen Elements, d.h. die Anzahldichte ng der Teilchen auf
dem atomaren Energieniveau E relativ zur Dichte n; der Teilchen im Grundzustand E;
folgt dann einer Boltzmann-Verteilung,

Bs _ & Bk (1.65)
n &
wobei g;, g, die statistischen Gewichte der jeweiligen Niveaus darstellen. Uber den Ex-
ponentialfaktor nimmt der Anregungsgrad mit wachsender Temperatur T stark zu. Bei
geringerer Temperatur sind dagegen nur Niveaus mit niedriger Anregungsenergie merklich
besetzt.

Analog definieren wir den Ionisationsgrad: Von einem bestimmten Element seien n,
Teilchen r-fach, n,,; Teilchen seien (r + 1)-fach ionisiert, d.h. jedes von ihnen hat r bzw.
(r+1) Elektronen verloren. Die Zahl der freien, nicht an Atome gebundenen Elektronen sei
n.. Die Gréfien n,, n,,; und n, sind wieder Teilchenzahlen pro Volumeneinheit. Dann ist
der Ionisationsgrad im thermodynamischen Gleichgewicht bei der Temperatur T gegeben
durch die Saha-Formel

3/2
N1 1 5 Ury1 (27 m, kyT)

. _Xr/k T
" e ” 7B e A iB (1.66)

Hier ist y, die jeweilige Ionisationsenergie und u,, u,,; sind die ,, Zustandssummen®, die
sich aus der Kombination der statistischen Gewichte der Einzelniveaus ergeben. Bei einem
Element mit bestimmten y, steigt also der Ionisationsgrad mit T und nimmt mit n. ab. Bei
fester Temperatur und fester Elektronendichte dagegen sinkt der Ionisationsgrad, wenn
man zu Elementen mit steigender Ionisationsenergie tibergeht.
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Die Bedeutung dieser beiden Gleichungen fiir die Astrophysik ist immens. Zwar sind
reale Systeme nie wirklich in perfektem thermodynamischem Gleichgewicht, aber sehr
oft kann dies ndherungsweise zumindest in Teilaspekten angesetzt werden. GI. (1.65) und
(1.66) geben dann Auskunft {iber die relativen Hédufigkeiten derjenigen Teilchen, die zu
der beobachteten Strahlung astronomischer Objekte beitragen. Insbesondere basiert die
physikalische Interpretation von Sternspektren fundamental auf Saha- und Boltzmann-
Gleichung (s. Abschn. 6.2.2).

1.3.10 Synchrotronstrahlung

Im Prinzip strahlt jedes elektrisch geladene Teilchen in beschleunigter Bewegung dabei
Energie ab. Astrophysikalisch wichtig sind vor allem freie Elektronen, die sich mit relati-
vistischen Geschwindigkeiten v 5 ¢ in Magnetfeldern bewegen - dhnlich der Situation in
einem irdischen Teilchenbeschleuniger, daher der Name ,,Synchrotronstrahlung®. Derarti-
ge Vorgiinge findet man z.B. im interstellaren Medium in Supernova-Uberresten, aber auch
in der Ndhe sehr kompakter Objekte wie Neutronensterne und Schwarzer Locher.

Auf ein Elektron mit der Ladung e und der Masse m, das sich mit der Geschwindigkeit
vin einem Magnetfeld der Stirke B bewegt, wirkt die Lorentzkraft

F=c¢vXB. (1.67)

Durch die Lorentzkraft wird das Elektron also immer senkrecht zu v und B beschleu-
nigt. Steht der Geschwindigkeitsvektor v senkrecht auf B, so ergibt sich eine Kreisbahn um
die Feldlinien, andernfalls eine Spiralbahn. Die Bewegung erfolgt auf einem Kreis mit Radi-
us r;, dem Larmorradius, mit der charakteristischen Larmorfrequenz w;. Die Werte dieser
Grof3en folgen aus der Bedingung, dass die Betrdge von Fliehkraft mv, w und Lorentzkraft
ev, B gleich sein miissen, wobei v, die zum Feld senkrechte Geschwindigkeitskomponente
darstellt:

eB v _vm

Wy = rL=w—L— B (1.68)

Bei dieser beschleunigten Bewegung wandelt das Elektron die dem Magnetfeld ent-
nommene Energie in Synchrotronstrahlung um. Der Charakter der Strahlung hingt sehr
stark von der Geschwindigkeit ab, mit der sich das Elektron bewegt. Bei v <« c strahlt das
Elektron in alle Vorwirtsrichtungen ab, und die Abstrahlung ist im Prinzip monochro-
matisch mit der Larmorfrequenz, v = w;/27, also nur von der Stirke des Magnetfeldes
abhingig. Bei relativistischer Bewegungv — cist die Strahlung jedoch in einen sehr schma-
len Kegel in Bewegungsrichtung gebiindelt, dessen Offnungswinkel 6 ~ 1/y betrigt, wobei
y = (1 - (v/c)?)"/2 der ,Lorentzfaktor ist. Fiir einen ortsfesten Beobachter erzeugt jedes
Elektron daher nur einen sehr kurzen Lichtblitz der Zeitdauer At ~ (cw; 7). Die spektrale
Energieverteilung jedes dieser Lichtblitze entspricht einem kontinuierlichen Spektrum mit
der Maximalfrequenz bei

3 eB
Vmax=03__72

. 1.
47 me (1.69)

Je grofier der Lorentzfaktor y, desto kiirzer sind die Lichtblitze, desto breiter ist das
abgestrahlte Spektrum, und desto hoher ist die abgestrahlte Frequenz.

In der Realitit sind natiirlich niemals die Lichtblitze einzelner Elektronen zu beobach-
ten, sondern nur die integrierte Abstrahlung eines ganzen Ensembles von Elektronen. Es
lasst sich zeigen, dass bei einer Verteilung der kinetischen Energien E, {iber das Ensemble
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der Elektronen in Form eines Potenzgesetzes, dN./dE, Ef , mit § als freiem Parameter,
auch das abgestrahlte Synchrotron-Spektrum die Form eines Potenzgesetzes hat,

o4
-1
L=1, - (%) mit a=b-1 (1.70)

1.3.11 Kosmische Strahlung

Die dufieren Zonen der Erdatmosphidre werden permanent durch hochenergetische Teil-
chen bombardiert. Ein Grofiteil dieser Teilchen erreicht dabei nicht den Erdboden, da die
atmosphirische Absorption und Ablenkung durch die Erdmagnetosphére einen sehr effek-
tiven Schutz darstellen. Als Sammelbegriff wird dieser aus allen Richtungen eindringende
Teilchenstrom als kosmische Strahlung bezeichnet. Sie setzt sich zusammen aus leichten
Atomkernen - vor allem Protonen und Heliumkerne (a-Teilchen) - sowie aus freien Elek-
tronen (B-Strahlung); mitunter werden auch hochenergetische Photonen (y-Strahlung)
dazu gezdhlt.

Ein Charakteristikum der kosmischen Strahlung ist ihre breite Abdeckung des En-
ergiespektrums. Es werden kinetische Teilchen- bzw. Photonenenergien von mehr als
10%° eV erreicht, etliche GroRenordnungen oberhalb der nach E = mc? umgerechne-
ten Ruhemassen (und weit iiber dem, was in den leistungsfihigsten irdischen Teilchen-
beschleunigern erreicht werden kann). Entsprechend besitzen die materiellen Teilchen
der hochenergetischen kosmischen Strahlung Geschwindigkeiten sehr nahe an der Licht-
geschwindigkeit. Das Energiespektrum der kosmischen Strahlung folgt ganz grob einem
Potenzgesetz (Gl. 1.70) mit dem Exponenten § =~ -1, wobei Abweichungen von die-
sem Potenzgesetz in bestimmten Energiebereichen Hinweise auf die unterschiedlichen
Erzeugungsmechanismen geben.

Die Urspriinge der kosmischen Strahlung, insbesondere der Komponenten mit den
hochsten Energien, ist seit langem ein Gegenstand intensiver Forschung. Abgesehen
von der Sonne sind wesentliche Quellen die Uberreste von Supernovaexplosionen (s.
Abschn. 7.3.3), Pulsare (s. Abschn. 7.3.4) sowie relativistische Ausfliisse (Jets) bei der Ak-
kretion auf Neutronensterne und Schwarze Locher (s. Abschn. 7.3.5), insbesondere in
massereichen Schwarzen Lochern in Galaxienkernen (11.5.3).

1.3.12 Gravitationswellen

Eine der Konsequenzen aus der allgemeinen Relativitidtstheorie ist die Tatsache, dass ei-
ne beschleunigte Masse Energie (sowie auch Impuls und Drehimpuls) an den sie umge-
benden Raum verliert. Diesen Verlust kann man als eine lokale transversale ,,Verkriim-
mung“ des Raumes beschreiben, die sich periodisch wiederholt und mit Lichtgeschwin-
digkeit ausbreitet — eine Gravitationswelle. Die Existenz von Gravitationswellen wird seit
der Entdeckung von Mehrfachpulsaren, deren Bahnachsen sich im Laufe der Zeit ver-
kleinern (Abschn. 7.4.4) als bewiesen angesehen, aber der direkte Nachweis durch ein
Gravitationswelleninterferometer (s. Abschn. 2.5.3) gelang erst 2015.

Gravitationswellen sind kein elektromagnetisches Phinomen und fallen daher eigent-
lich nicht unter den Begriff ,Strahlung®. Sie stellen aber eine der Strahlung dhnliche In-
formationsquelle {iber Vorginge im Kosmos dar, wobei mit derzeitigen Detektoren nur
einige der allerstirksten Gravitationswellenereignisse beobachtbar sind. Ein Grofiteil des
Potentials der ,,Gravitationswellenastronomie® wird wohl erst in mehr oder weniger ferner
Zukunft genutzt werden konnen.
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Die Schwingungsfrequenzen bzw. -wellenldngen von Gravitationswellen (auch hier gilt
wieder Gl. 1.36) weisen auf die sehr unterschiedliche Erzeugungsmechanismen hin. Der-
zeit nachweisbar sind nur Frequenzen im Bereich von einigen Hz bis zu etwa 100 kHz,
entsprechend Wellenldngen von 4 2 10 km, die ausschliefllich unmittelbar vor der Ver-
schmelzung zweier hochrelativistischer kompakter Kérper von wenigen bis zu einigen -zig
Sonnenmassen (Neutronensterne, stellare Schwarze Locher) abgegeben werden. Die Fre-
quenz v der Gravitationswelle betrégt das Doppelte der Umlauffrequenz der beiden Korper,
also v = 2/U. Durch den Energieverlust aufgrund der Abstrahlung von Gravitationswellen
verkiirzt sich die Umlaufzeit U immer mehr, d.h. die Frequenz des abgestrahlten Gravita-
tionswellensignal steigt an. Es kommt zu einer charakteristischen Modulation, als ,,Zwit-
schern” (engl. chirp) bezeichnet, die mit dem eigentlichen Verschmelzungsereignis abrupt
endet. Die Zeitdauer des messbaren Signals liegt dabei im Bereich weniger Sekunden oder
sogar nur Sekundenbruchteile.

Je grofier die beteiligten Massen sind, desto grofier sind die Umlaufzeiten und ent-
sprechend kleiner die Frequenzen. Bei der Verschmelzung zweier massereicher Schwarzer
Locher von etwa 106-10° M, entstehen Gravitationswellen im Bereich von mHz bis uHz,
deren Nachweis mit einem weltraumgestiitzten Interferometer moglich sein sollte. Noch
geringere Frequenzen sind dann voraussichtlich nur noch indirekt nachweisbar, und zwar
iiber die Auswirkung der Gravitationswellen auf die beobachtbaren elektromagnetischen
Signal, das wir von anderen Himmelsobjekten empfangen. Zu den aussichtsreichsten Mog-
lichkeiten fiir solche Beobachtungen gehoren winzige Variationen in der ansonsten strikten
Periodizitit in den Radiosignalen von Pulsaren aufgrund von Zeitdilatationseffekten beim
Durchlaufen der Gravitationswelle.





